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RESUMEN

Las estructuras de fabrica se concibieron a partir de elementos robustos cuya
funcion esencial es la de soportar fuerzas en compresion. Las dimensiones
de estas construcciones surgieron de principios de estatica y geometria.
Por ello se aborda, en este trabajo, un enfoque puramente geométrico y de
equilibrio para determinar las fuerzas que debe soportar una béveda con
lunetos. Para no recurrir a programas sofisticados, se desarrollan ecuaciones
propias para el calculo de la superficie que se genera y a partir de ella,
calcular el volumen y peso respectivo.

Las ecuaciones propuestas se comprueban para el caso de una boveda de
arista y se comparan con una solucién particular de matematicas aplicadas.
Después de ello, se utilizan en un proyecto de reconstruccion en un templo
pequefio en donde se usan materiales propios de la region. Por equilibrio, se
revisa la capacidad del material y del elemento estructural en su conjunto.
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— Abstract—

The masonry structures were conceived from robust elements whose
essential function is to support compressive forces. The dimensions of these
constructions arose from principles of statics and geometry. Therefore, in this
work, a purely geometric and equilibrium approach is proposed to determine
the forces that a vault with lunettes must support. In order to avoid the use of
sophisticated programs, new equations are developed to calculate the surface
that is generated and from it, calculate the respective volume and weight.

The proposed equations are checked for the case of an edge vault and
compared with a particular applied mathematics solution. After that, they
are used in a reconstruction project in a small temple where materials from
the region are used. By equilibrium conditions, the capacity of the material
and the structural element as a whole is checked.

Keywords:

Vault with lunettes; edge vault; static equilibrium.
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ANTECEDENTES

n las construcciones antiguas, el empleo del arco representa uno de

los elementos estructurales mas utilizados para cubrir desde espacios

pequenos a grandes. Desde el siglo X se construyeron bovedas de
cafdn recto sin ninguna abertura y posteriormente se fueron agregando
ventanales, como en la figura 1a) y bovedas de arista como en la figura 1b).
Los arcos fajones representan el apoyo transversal y permiten dividir la
boveda en segmentos cortos. La simbiosis de la béveda de cafion con lumbreras
y la boveda de arista puede aceptarse como la base para la construccion
de la boveda de cafion con lunetos, en donde las lumbreras se prolongan
perpendicularmente como una interseccion de dos bévedas de cafion.

a) Boveda de cafidn con lumbreras b) Bovedas de arista

Figura 1. Ejemplo de dos tipos de boveda (Laule y Geese, 2003)

El disefio estructural de estas estructuras masivas, se baso en principios de
estatica y geometria y entre los firmes defensores de este enfoque se cuenta
con Santiago Huerta (2004). Ademas, los modelos con elementos finitos
exigen la adopcion de hipétesis fisicas de un material poco conocido (Meli,
1998), lo que motiva el desarrollo del presente analisis.
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INTRODUCCION

Las bovedas de caiion con lunetos, por lo general con arcos de medio punto,
se forman por la interseccion perpendicular de dos de ellas (figura 2). Para
que corresponda a boveda con lunetos los didmetros entre una y otra boveda
son diferentes o al menos, deben estar a diferente altura. Cuando los
didmetros son iguales y arrancan desde el mismo nivel se puede obtener
una boveda de arista.

La figura 2 muestra una maqueta con dos bévedas de didmetros diferentes
que parten del mismo nivel. En la figura 3 se muestra el caso mas comun,
donde los lunetos tienen una longitud pequefa que se extiende hasta el pafno
de los muros como en la figura 4, que corresponde al templo de San Pedro
y San Pablo en Ecatzingo, Estado de México. Se trata de lunetos similares
a los de la figura 3. Obsérvese que el arco extremo de los lunetos tiene una
cuerda de dimension menor a su didmetro, caso que se estudiara en este
trabajo. En ese templo, la boveda delgada préxima a la cipula colapso. Se
perdié también gran parte del muro lateral, la fachada y el campanario.

Figura 2. Maqueta de béveda de cafidn con lunetos. Fuente: Elaboracion propia
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Figura 3. Maqueta de béveda de caidn con lunetos recortados. Fuente: Elaboracion propia

Figura 4. Béveda con lunetos. Fuente: Elaboracion INAH (2018)

OBJETIVO

En este trabajo se presentan ecuaciones para calcular el volumen de estos
dos tipos de bovedas; con lunetos y de arista. Las ecuaciones se comprueban
analiticamente para el segundo caso por tratarse de una comparacion
directa. Posterior a ello se aplican en forma particular a un proyecto de
restauracion actual.
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MATERIALES Y METODOS
Calculo de areas

Para desarrollar las ecuaciones, se requieren algunas consideraciones geomé-
tricas, como las dadas en las figuras 5y 6. En la primera se trata de un luneto
con su arranque desde el didmetro pero a una altura diferente h, mientras
que en 5, ademads de la condiciéon anterior, el arranque del luneto puede
estar a otra altura aun mayor h". El diferencial de area vertical dA permite
obtener el drea del luneto y el diferencial horizontal dA’ permite obtener el
area que se elimina de la boveda de canon.

Figura 5. Diametros a diferente altura h. Fuente: Elaboracion propia

La geometria de base incluye, por lo general, la cuerda y la flecha de la
boveda del cafion y del luneto. Esta cuerda no coincide, en muchas ocasiones,
con el didmetro como se vio en la figura 4, por lo que se necesita calcular el
radio para ambos casos, esto es Ry R, con la ecuacion general (2).
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Figura 6. Arranque de luneto sobre su diametro h". Fuente: Elaboracion propia

_ x*+z? (1)
2z

R

en donde x es media cuerda y z la flecha. De acuerdo a la figura 4, X’ y y’
serian x y z en la ecuacion (1) respectivamente. En las figuras 5y 6 los circulos
de la izquierda corresponden a la béveda de cafidon y los de la derecha al
luneto. En el caso de la boveda de arista, en ambas direcciones son bovedas
o son lunetos, segin se prefiera nombrar.

Para calcular la superficie del luneto se integrard el diferencial de area
dA=I’-dx, mientras que para obtener el drea que se extrae de la béveda se
integrard el diferencial dA’= x™dy. Obsérvese que se usan diferenciales dife-
rentes para cada caso dA se hace depender de x, y dA’ se hace depender de y.

Para calcular el arco I’ del luneto que se forma a la distancia x (circulo
izquierdo) se obtendra x’ (circulo derecho) y asi obtener el angulo 6’. Dado
que se conoce el radio, ya sea dato o se haya calculado con la ecuacion (1),
la longitud depende del dngulo 6.

I'=R, .”'9' (2)
90
De las figuras anteriores,
y=R*—x* 3
X=[R: -y (4)
W'=R, -y (5)
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y'=(R,+h)-y

x =R} —( R® -x’ —h)2
Por lo tanto se puede expresar [’ en términos de x como,

2
en | m-(& )
= -Sen

90 R,

I‘

Utilizando las ecuaciones (6) y (1), se puede reescribir x’ como,

X'= 2R, (y)-y" = R, —h" +y(2h-y)

Por lo anterior se tiene:

R, o R (R —x* —h
AL=ﬁR2jfsen‘1 2 ( ! )Z dx

90 Jx R,

‘R, pr RE—h*+y(h-y) |
A;, _ T I8, _r’sen_' 2 y( y) dy

90 RZ

(6)
(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

Para el correcto uso de las integrales, es necesario definir los limites x, y x, de
modo que para el primero x;’= 0 y para el segundo x,’= cuerda a la altura h” de
donde arranca el luneto. Si los ejes de los didmetros estidn a la misma altura
y ademas, el luneto arranca desde esos ejes, h=h"=0 y x=0, x/=R,. Para ello,

x, = R*—(R,+h)’

1

x, = R —(h+h")

Para los limites y, y y, se tiene:
yr - h"

J’f:Rz

(12)
(13)

(14)
(15)
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Primera validacion

Para verificar los resultados de las ecuaciones (10) y (11), tbmese una
boveda de arista como la mostrada en la figura 7. A, es el area del luneto a
calcular, A, es el area a eliminar por la interseccion de las bovedas y A, es
el 4rea completa de la boveda en una direccion sin lunetos. Para este caso
R=R =5.25m y h=h"=om.

Ay

. L)
W

- - = -
JE L e //;.’:;:4'»'.
ZEENN 4555757
/4 - ....\:." \ at ,/’ > .‘:..'\\
AN USR] \ ¢
NN 207 N :
. \\\ Pf v \\\\
W77 N\ IR
N/ \ [
Y/ \ e
Wy e

Figura 7. Bveda de arista. Fuente: Elaboracién mixta con Google (2021)

De las ecuaciones (12) y (13), x=0.0m, X=5.25my de las ecuaciones (14) y
(15) Y70, y75.25m. Como comprobacion, de la ecuacion (7) debe verificarse
que x;=0y x/=R,. Ahora de las ecuaciones (10) y (11) :

A = 7R, Is.zs con-! 27.5625 —( 27.5625 —x* )Z :|d'

90 -0 5.25
4, = 7R, js.zs on” 27.5625 - y*
90 - 5.25

Esto es, A;=31.46514751456868m?, A,=55.125m>.
Comprobacion

Para probar los resultados anteriores se calculara el area de la boveda A,
hasta donde termina el luneto (figura 77), es decir, a media boveda, esto es:

A, =n-R-(I)=7-R* =86.59014751456868m"

Sia A, serestael area A,, debe resultar el area del luneto A, entonces:
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A, =4, -4, (16)

A, =86.59014751—55.125 = 31.46514751456868m"

Lo remarcable de las ecuaciones (10) y (11) es que no muestran diferencia
en el calculo de A, con la ecuacion (16). Otra comprobacion mas del cilculo
de A, se puede encontrar en Salinas y Costa (2017), en donde Y2-A, para
X=5.25 se obtiene por:

4, =2-;B[’2[ —1]:31.46514751456868;"2 (17)

Nuevamente se obtiene un resultado con diferencia despreciable respecto
a la ecuacion (10), que a su vez, confirma la validez de la ecuacion (11). Se
ha exagerado en el nimero de decimales para probar la exactitud de las
ecuaciones propuestas.

Segunda validacion
Un segundo ejercicio se hace para un nuevo radio R=3.6m. Como se seguira
considerando una boveda de arista, los didmetros para ambas bovedas seran
iguales y los lunetos arrancan desde el mismo nivel. Por ello R=R =3.6m,

h=h"=om, por lo que a partir de las ecuaciones (12) a (15) x=y =0, X=y~3.6m.
Retomando las ecuaciones (10) y (11) se tiene,

4= ”9'(1;{2 .[;'Gsen“ 1296 —(';2'96 -x )Z }_‘

_7[-R2 36 12.96—y2
4="g9 J, sen { 3.6 Y

Entonces, A,=14.7950407906m?, A, =25.92m>.
Comprobacion

El area de la boveda es:

A, =7-R-(I)=7-R* = 40.71504079m"
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Calculando nuevamente el area del luneto con la diferencia del area de la
boveda menos el area hueca (ecuacion 16), se tiene,

4, = A, — A, =14.7950407906 m*

Puede verse que al valor de A, coincide con el calculado con la ecuacion
(10). Si se aplica nuevamente la ecuacion (17), ahora con \=3.6m, se tiene:

4, = 2-,12(’2’ —1} = 14.7950407905m

Entonces, la ecuacion (10) o la ecuacion (16) dan el mismo resultado que la
ecuacion (17) tomada como referencia. Es importante aclarar que la ecuacion
(17) sdlo es aplicable a lunetos completos que arrancan desde el didmetro de
su arco extremo. En este trabajo, las ecuaciones ofrecen solucion a bovedas
de arista o bovedas con lunetos, como los de la figura 2.

RESULTADOS Y DISCUSION
Estudio de caso

Una vez revisadas las ecuaciones propuestas, se aplicaran a la boveda del
templo de San Juan en Malinalco, Estado de México. En la figura 8, se
aprecian los arcos cubiertos con lona, que sirven de apoyo a las bovedas
ortogonales. La altura de los arcos de la nave principal tienen una altura
ligeramente mayor a la de los arcos laterales. Esto se indica en la figura 9.
En la figura de la izquierda se representa la béveda de cafidon, quien va en
el sentido longitudinal y a la derecha de ella se muestra el luneto, es decir,
la vista lateral del templo.
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luneto

Figura 9. Béveda de cafén y luneto. Fuente: Elaboracién mixta con INAH (2020)

Para los datos del proyecto, se encontr6 R=4.159m y R =3.1m. Ademas
h=0.759m y h”=0.25m. Todos los valores anteriores se ajustaron lo mejor
posible a los levantamientos topograficos disponibles y tratando de evitar
inconsistencias. Obsérvese que el luneto no arranca desde su diametro. Esto
exige que el luneto se integre desde una altura mayor a la de su didmetro y
en consecuencia, X, tampoco abarca todo el radio R. Por lo anterior, ahora
no es posible, como comprobacion, obtener el drea del luneto restando las
areas huecas al area de la boveda, ya que eso sélo es valido para las bovedas
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de arista. A partir de aqui s6lo se usaran tres decimales, ya que para un caso
real resulta inapropiado conservar mas de tres decimales.

Los limites para las integrales son:
x, = 4.159° —(3.859)* =1.551m

X, =- 4.159% —(1.009)*> =4.0136m

y los limites y, y Yy, som:
y, =1.009m

Y, =3.859m

Area del luneto A,y area de la interseccion A,

4, = 7R, rmsesen_] \ 9.61—( 17.297—;:2)2
90 st 3.1

_7R, J'f‘g”sen‘l[ 9.033919+ y(1.518— y)}w

Ah
90 oo 3.1

De donde A =11.237m*y A,=16.848m". El area de la boveda de cafion con los
huecos provocados por la interseccion de los lunetos es:

Ay — 4, =1,()- 4, (18)

Donde [, es el arco de la béveda que se obtiene con la ecuacion (19) y el
angulo con la ecuacion (20) a partir de h" (figura 9).

13:”'R9 (19)
90
y
x 40136
Hzt B ! =1 _1[ )
& [(h+h")J & 1.009 (20)

La longitud de la boveda [ es de 6.18m (figura 9), por lo que A ,=68.086m?,
de modo que de la ecuacion (18), A -A,=34.39m> El drea total de la boveda
con lunetos es de 56.864m>.

'lm ESPACIO 1+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « Vol. x1, N° 30, Junio 2022  ISSN: 2007-6703

150



CALCULO DE AREAS Y EQUILIBRIO ESTATICO DE BOVEDAS DE CANON CON LUNETOS

Equilibrio estatico

Si se toma un segmento de boveda de cafion o un casquete de cipula en
donde se conozca su peso, la reaccion vertical en sus bordes debe ser igual
al peso de esa seccion (figura 10).

Figura 10. Segmentos de boveda y cipula en equilibrio. Fuente: Miramontes, 2016

Para determinar el peso de cualquiera de las secciones mostradas en la figura
10, se requiere conocer su geometria, lo que indica que en cualquier corte se
puede determinar la tangente en todo punto a la altura z. La longitud de arco
para la boveda es un tema trivial, asi que puede ser de mayor interés incluir
las ecuaciones para obtener el drea del casquete cilindrico de la figura 10.

a 2 w6’
A=2mR|1-co ]_800 (21)
6=cos?| ~ (22)
R

Conocida el area A, el volumen se obtiene multiplicindola por el espesor t
y a su vez, el peso W se obtiene multiplicando por el peso volumétrico del
material y_ (ecuacion 23),

W=Aty, (23)

La reaccion vertical V se obtiene dividiendo el peso entre la longitud de
apoyo, la cual se obtiene directamente de la seccion cortada. Con esto, se
puede obtener la fuerza tangencial Ty la fuerza horizontal H para cualquiera
de los casos anteriores:
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r= 7V (24)
senf
H=Tcos@ (25)

Este principio se aplica a la seccion que se quiera analizar en el templo de
San Juan. Una vez determinada el drea de la béveda, incluyendo los lunetos,
se propuso un espesor de 0.2m con tezontle del lugar (Miramontes, 2021).
Para este material se obtuvo un peso especifico de 1.735T/m3, por lo que
el peso propio total es 19.732Ton. En la figura 11 se incluyen tres muestras
utilizadas para calcular el peso del material y en la tabla 1 se muestran los
resultados para el peso seco y el peso himedo. Ademas del peso propio, la
boveda recibe carga adicional debida a los materiales de recubrimiento y
acabado. La tabla 2 describe los pesos por metro cuadrado a considerar en
el analisis de la béveda.

Para evaluar el apoyo que ofrece el luneto al resto de la boveda se debe
obtener el peso del luneto aislado y calcular su centroide por medio del teorema
de Varignon. Para esto se requiere calcular el momento estatico dado por:

X-AL=7F'R2 rjx-sen" Ri_( RRZ_XZ _h)zjld: (26)
2

90 <«

i

El resultado de la ecuacion (26) se divide entre al drea del luneto y se obtiene
la distancia X. Para obtener %, simplemente se toma la diferencia con el radio
de la boveda de candn. Es importante agregar que el luneto no es el tinico
que ofrece apoyo a la béveda, ya que también se genera una funcion de arco
en el drea A, (ver figura 7).

Figura 11. Peso seco de las muestras. Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 1
Pesos volumétricos del material para la béveda

MUESTRA  Volumen cm? W, gr W, gr ~, Ton/m? ~,Ton/m? % vacios
M1 84 139.1 145.7 1.655 1.735 7.857
M2 113 165.0 174.1 1.460 1.541 8.054
M3 114 162.2 171.3 1.423 1.506 7.982

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 2
Peso por m? de otros materiales

SUPERFICIE MATERIAL PESO kg/m?
Mortero 55.5
EXTRADOS Baldosas 54.0
Impermeabilizante 2.0
INTRADOS Mortero (o estuco) 37
TOTAL 148.5

Fuente: Elaboracion propia

De (21) resulta XA, =35.113m?, con lo que X=3.125m. Esto indica que la resultante
o peso del luneto mas el peso de los materiales, estd a X=0.89m desde su
extremo. Si el peso total es,

W, =A-t-y, +A-W, =11.237(0.2)(1.735) + 11.237(0.149) = 3.899+1.669 = 5.568Ton

se genera, en el punto mas alto, una fuerza horizontal H =1.599Ton
provocada por el giro del luneto. La figura 11 muestra una maqueta en donde
se relacionan las distancias de la resultante W, al centro de la boveda y al
extremo del luneto.
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Figura 12. Maqueta de béveda con luneto. Fuente: Elaboracion propia

De la figura 8 se obtienen los valores de V, Ty H para el arco que se forma
al punto mas alto del luneto, de modo que con las ecuaciones (22) a (25) se
tiene: 6=21.895°, W=1.575Ton, T=2.112Ton y H=1.960Ton. Para el punto mas
bajo del luneto se tienen 6=75.96°, W=5.465Ton, T=2.816Ton y H=0.683Ton.
El promedio de H=1.322Ton es inferior a la H, total del luneto.

Obsérvese que la compresion (fuerza tangencial T) aumenta conforme
se desciende en el arco de la béveda mientras que la fuerza de coceo H se
reduce. Para arcos completos de medio punto H=o0. Si se toma un ancho
unitario de la boveda y el maximo valor de T puede verse que el esfuerzo
de compresion es muy bajo, es decir,

o= T =1.408kg / cm*
b-t

o es inferior a la capacidad a compresion comtn en mamposteria de piedra,
que es muy proxima a 20kg/cm? (2.0MPa) segin las Normas Técnicas
Complementarias para el disefio y construccion de estructuras de mamposteria
o0 segun algunos resultados experimentales (NTC, 2020; Mauricio, 2021).

CONCLUSIONES

Se propusieron nuevas ecuaciones para calcular el area de bévedas con lunetos
y a través de este valor, calcular el peso propio y las fuerzas que se generan a
lo largo de su geometria. Las ecuaciones se validaron para el caso de bovedas
de arista comparandolas en forma directa e indirecta por medio de una
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ecuacion para lunetos completos, obteniendo una diferencia despreciable y
después se aplicaron en un caso real. Por lo anterior, el objetivo principal
de este trabajo se considera logrado.

Conocida el area de la béveda se calcula el peso de la misma y por
medio de principios basicos de equilibrio se determinan las fuerzas para
un proyecto actual de reconstruccion en un templo en el Estado de México.

De los resultados obtenidos se concluye que los esfuerzos por peso propio
son inferiores a la capacidad nominal del material para un caso estatico, lo
cual concuerda con el concepto y disefio para este tipo de estructuras.
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