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EDITORIAL
Vol. 15 Nam. 45 (2026): Octubre — Enero 2027

Querida comunidad que escribe y lee en esta publicaciéon de la Benemérita
Universidad Auténoma de Chiapas, les damos la bienvenida a este nuevo nimero,
el altimo de este afio y con el que celebramos catorce afios de publicacién continua
y muchos logros en el camino.

Este ano, los esfuerzos continuos del equipo editorial fueron reconocidos re-
cientemente por la Secretaria de Ciencia, Humanidades, Tecnologia e Innovacién
(SECIHTI) con la insercién de la Revista Espacio I+D, Innovacién mds Desarrollo
al Sistema Nacional de Publicaciones Cientificas y Humanisticas, reconociéndola
con el grado de Consolidado. Este logro, definitivamente, nos motiva a seguir
cuidando, como lo hemos hecho, la calidad de nuestros procesos editoriales y
animar al equipo que ha hecho posible este logro, desde las gestiones encabeza-
das por la Mtra. Ménica Guillén Sanchez, titular de la Secretaria de Identidad y
Responsabilidad Social Universitaria (SIRESU) y por el Mtro. Gabriel Velazquez
Toledo, Director Editorial de nuestra maxima casa de estudios, pues sin el respeto
y apoyo que han mostrado por la revista, esto no hubiera sido posible. También
quiero agradecer a quienes integran nuestro Comité Editorial y son garantes de
la calidad de la publicacién.

Somos un equipo pequefio y muy comprometido con la divulgacion y difusién
de la ciencia, desde la revision de textos, el disefio, el manejo de la plataforma OJS
y la traduccién, manteniéndonos en una continua capacitacién. Asi lo hemos hecho
en el tema que mas cambia a cada instante, como es el de la comunicacién de la
ciencia frente a la IA. Por ello, hemos actualizado nuestra politicas editoriales en
el marco de la evaluacion realizada por la SECIHTI, ahora las personas autoras
deberan incluir una declaracién de uso de IA, pues estamos conscientes de que
no podemos mantenernos al margen de los avances y tampoco podemos limitar
las practicas investigativas de nuestra comunidad colaboradora, sin embargo, la
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EDITORIAL

Universidad tiene responsabilidad con la informacién que divulga y de ahi que
acudamos a la ética profesional de las personas autoras.

En este nimero, publicamos otro logro universitario y recordamos que la
razén principal de ser de la institucion es la comunidad estudiantil, las juventudes
en formacion, por ello, los articulos emanan del Diplomado en Fisica Basica (2025)
organizado por el Mesoamerican Centre for Theoretical Physics (MCTP), que
reunioé a estudiantes provenientes de diversos paises de Centroamérica, América del
Sury el Caribe, bajo la tutela de prestigiosos investigadores; esta mezcla de saberes,
nos permitié integrar un nimero interesante que sin duda despertarad el interés de
la comunidad cientifica y que, en varios casos, habra de contribuir a la formacién
de comunicadores de la ciencia en el area de la Fisica. Tenemos confianza en que
estos articulos lleguen muy lejos y que sirvan a su vez, para extender las fronteras
editoriales unachences.

Un vez mas, gracias por acompanarnos estos aios y hacer suya esta publicacion.

«Por la conciencia de la necesidad de servir»

Silvia Alvarez-Arana
Directora de la revista

Revista Espacio I+D, Innovacién mds Desarrollo

Benemérita Universidad Auténoma de Chiapas
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LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO
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RESUMEN

Este reporte desarrolla sistematicamente el tema de las ondas en fisica, partiendo
de las ondas mecdnicas clasicas y de su ecuacién de onda, para luego abordar las
ondas de materia segtn la propuesta de De Broglie y culminar con la funcién de
onda en mecanica cudntica y la ecuacion de Schrédinger. Se destacan las diferencias
fundamentales entre las descripciones clasica y cuantica del fenémeno ondulatorio,
enfatizando el cambio paradigmatico en la interpretacion fisica.

Palabras clave:

Ecuacion de onda, funcion de onda, mecdnica cldsica, mecdnica cudntica, movimiento
ondulatorio.
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LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

— Abstract—

This report systematically develops the topic of waves in physics, starting with
classical mechanical waves and their wave equation, then addressing matter wa- ves
according to De Broglie’s proposal, and culminating with the wave function in
quantum mechanics and the Schrodinger equation. It highlights the fundamental
differences between the classical and quantum descriptions of the wave phe-
nomenon, emphasizing the paradigmatic shift in the physical interpretation.

Keywords:

Wave equation, wave function, classical mechanics, quantum mechanics, wave motion.
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LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

1. INTRODUCCION

1 concepto de onda es fundamental en la fisica, ya que describe la propa-
gacion de perturbaciones en un medio clasico o la evolucién de las proba-
bilidades en la descripcidn cuantica. Historicamente, surge de la necesidad
de describir fenémenos naturales en los que se observa la propagaciéon de una
perturbacidn a través de un medio, sin que exista un transporte neto de materia.
En estos casos, lo que se observa no es el desplaza- miento permanente de las
particulas del medio, sino un movimiento oscilatorio alrededor de una posicion de
equilibrio, cuya influencia se transmite de una regién del espacio a otra. Ademas,
la regularidad observada en los fendmenos ondulatorios permite identificar
magnitudes periddicas, como la longitud de onda y la frecuencia, que describen
la estructura espacial y temporal de la perturbacidn, respectivamente. Mas tarde,
gracias a los fenémenos observados en el estudio de la luz, la necesidad de contar
con un medio fisico se replantea, lo que conduce a concluir que ciertos tipos de ondas
pueden existir y propagarse en el espacio vacio, mds alld de la fuente que las produce.
Este reporte desarrolla el tema comenzando con ondas mecénicas y su descripcion
matemadtica, para luego abordar las ondas de materia y la funcién de onda en
mecanica cuantica, destacando las diferencias conceptuales entre ambos regimenes.
El estudio de las ondas proporciona un puente conceptual entre la fisica clasica
y la mecdnica cudntica, mostrando cdmo conceptos matematicamente similares
adquieren significados fisicos radicalmente diferentes.

2. MOVIMIENTO ONDULATORIO Y ECUACION DE ONDA
2.1. Definicion de una onda mecdnica

En diversos fenémenos naturales se observan deformaciones y movimientos que
se transmiten a lo largo del espacio conservando ciertos patrones regulares. Las
ondulacio- nes en la superficie del agua, asi como los desplazamientos registrados
en estudios sismicos, muestran cdmo una alteracién inicial puede manifestarse
sucesivamente en distintas regiones sin que el material en su conjunto cambie de
posicion permanente. Estos com- portamientos han sido descritos dentro del marco
de la fisica clasica mediante el concepto de onda (ver Figura 1).

F ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
-

11



LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

Ondas Longitudinales

Transverse Wave

Lengitudinat Wave

|

Recuperado de: https://es-static.z-dn.net/files/d20/26c2af0d56b9f0f68efd2abb4a7bfdbb.png.

Figura 1. Ejemplos de ondas mecanicas en la vida cotidiana. Las ondas se clasifican en ondas longitudinales o
transversales segln ocurra la vibracion del medio material respecto a la direccién en que se propaga la onda

Una onda mecanica es una perturbacidon que se propaga a través de un medio
material eldstico, transportando energia y momento sin un transporte neto de ma-
teria. Matematicamente, podemos expresar una onda viajera unidimensional como:

y(z,t) = flo £ vt), (1)

donde el signo positivo indica que la propagacién ocurre en direccién negativa
del eje x y el signo negativo indica que ocurre en direccidén positiva (ver Figura 2).

Perfil de una onda viajera en una dimension

¥
Lo
oE

[nndu moviéndose en esta direccidn
(1)
—_

oa
o2

-4 =3 |.I'.| F 4 1;- EI 10

Figura 2. Perfil de una onda viajera que se propaga en la direccion positiva del eje x

2.2. Ecuacién de onda unidimensional

Matematicamente, la ecuacién diferencial que gobierna muchas ondas mecdnicas
en una dimensidn es la ecuacion de onda, la cual se expresa como:

y(z,t) _ 19%y(x,t) (2)
dz? v o

donde:

*  y(x, t) es la perturbacion que se propaga en algiin medio elastico,

F ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
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LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

. v es la velocidad de fase de la onda en el medio,
* xeslaposicion,
* teseltiempo.

Esta ecuacion se obtiene de las leyes de Newton aplicadas a elementos del medio,
considerando fuerzas eldsticas. Para una cuerda tensa de densidad lineal x (can-
tidad de materia por unidad de longitud) y tensién T, por ejemplo, v = /T /u
(ver Figura 3).

2.3. Solucion armonica y pardmetros fisicos

Una solucion particularmente importante de la ecuacién (2) es la llamada onda
armonica, la cual se expresa matematicamente como:

y(z,t) = Acos(kz — wt + @y)- ()

Los parametros fisicos fundamentales que se pueden identificar en esta ecuacién son:

Propagacién de una onda arménica en una cuerda
(Punto rojo sigue la cresta de la onda)

-\‘1?

ﬂ /f_\“\ Wo—— /‘ﬂ-—\“‘-\‘_x
P i

TN B g aEe

1 0s
e

el
/..-F"_

uﬂ'ii.f"‘\\ g

a

4 G 8 10
X

Bt o

Figura 3. Una onda en una cuerda tensa propagandose en la direccion positiva del eje x

1. Amplitud (4): Valor maximo de la perturbacidn. Esta relacionada con la
energia transportada por la onda, que es proporcional a A%
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LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

2. Frecuencia angular (w): Relacionada con la frecuencia temporal f por
o = 2nf, donde f se mide en Hertz (Hz, ciclos por segundo).

3. l;Il'mégro de onda (k): Relacionado con la periodicidad espacial mediante

;=21

4. Longitud de onda (1): Distancia entre dos puntos consecutivos en fase
(por ejemplo, entre dos crestas sucesivas).

5. Velocidad de fase (v): Velocidad con la que se mueve un punto de fase
constante (cresta, valle):

w
v=p =Af (4)

6. Constante de fase (¢ ): Desfase inicial que determina el valor de la onda
enx=o0,ft=o0.

La Figura 4 muestra la representacién esquematica de la solucién armoénica, donde
se identifican la amplitud, la longitud de onda y los puntos de fase caracteristica.

Y
Cresta ] Longitud de onda -
Y —— h A S
Amplitud 1
Direccion de
Lineade | | / | N1 propagacion — f' = e kxS -
equilibrio | =
-A e
Valle

Figura 4. Representacion de una onda armonica y(x, #) = A cos(kx — wt + @)

3. LIMITACIONES DE LA TEORIA ONDULATORIA CLASICA
3.1. Ondas electromagnéticas

El desarrollo de la teoria ondulatoria clasica permitié explicar con gran éxito
numerosos fendmenos en mecanica y optica. La formulacién matematica de la
ecuacién de onda proporciond un marco coherente para describir la propagacién
de perturbaciones, y las ecuaciones de Maxwell extendieron este formalismo al
mostrar que la luz podia entenderse como una onda electromagnética (EM), es
decir, como campos eléctricos y magnéticos que, al variar en el tiempo, pueden
propagarse a largas distancias retroalimentandose entre si (ver Figura 5).
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Onda electromagnética plana

— Campo eléctrica (E)
— Campo magnético (B)
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Figura 5. Representacion esquematica de una onda electromagnética

En este contexto, la dptica y el electromagnetismo lograron una profunda inter-
relacidn, permitiendo explicar fendémenos como la interferencia, la difraccién y
la polarizacion dentro de un mismo esquema tedrico. Ademads, este avance llevé a
demostrar experimentalmente que estas ondas no requieren de un medio mate-
rial para propagarse, sino que pueden hacerlo en el vacio, en clara diferencia con
las ondas mecanicas. Aunque inicialmente se postuld la existencia del éter como
medio de propagacién de la luz, los resultados experimentales —en particular el
experimento de Michelson y Morley— debilitaron dicha hipétesis y condujeron
a su abandono.

3.2. Interaccién luz-materia

Sin embargo, comenzaron a surgir otras dificultades al estudiar mas a profundidad
la interaccion entre la radiacion y la materia. Por ejemplo, la teoria clasica asumia
que la energia asociada a la radiacién se intercambiaba de manera continua; no
obstante, fendmenos como la radiacién del cuerpo negro o el efecto fotoeléctrico
(ver Figuras 6 y 7) mostraron que este supuesto no era suficiente. La situacién
se superé al proponer que la energia asociada a la radiacién se emite y absorbe
en unidades discretas conocidas como fotones. La necesidad de explicar estos
resultados condujo a una revision profunda de los fundamentos clésicos y abrié el
camino hacia una nueva manera de entender la naturaleza: la mecanica cudntica.

F ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
-

u



LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO 16

Recuperado de: https://fefino.com/wp-content/uploads/2014/05/hot metalwork.jpg.

Figura 6. Cuando los objetos se calientan, emiten radiacion electromagnética cuya longitud de onda de-

pende de la temperatura del objeto y se perciben de un determinado color. Objetos con una temperatura

relativamente baja, como el trozo de hierro de la imagen, aparecen rojos, mientras que objetos de mayor
temperatura, como la superficie del sol, aparecen amarillos o blancos

Un fenémeno decisivo que condujo a un entendimiento mas profundo de la luz
fue el efecto Compton, el cual consiste en el aumento de la longitud de onda de un
fotén (rayos X o gamma) tras chocar con un electrdn libre, perdiendo parte de su
energia y dispersandose. Este fendmeno demostro la naturaleza corpuscular de la
luz, evidenciando que los fotones actiian como particulas con momento y energia
(ver Fig. 8).

Ugex = 6,22 - 10° m/s
700 nm i X
1,77 eV
Vnax = 2,00 1o 1,8
550 nm
2,25 eV 400 nm
3.1 eV

%

Recuperado de: https://cdn0.ecologiaverde.com/es/posts/1/9/2/formulas_del_efecto_fotoelectri-
€0_6291_3_600.jpg

Figura 7. En el efecto fotoeléctrico, cuando sobre un metal incide radiacion electromagnética es posible

extraer electrones del material. Contrario a la concepcion clasica, la energia y el nUmero de electrones

liberados del metal no dependen de la intensidad de la radiacién ni del tiempo de exposicion, sino de la
longitud de onda (y color) de la luz incidente

F ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
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Fotdn rebotado

Fotdn incidente

—

Figura 8. En el efecto Compton se pone en evidencia el comportamiento corpuscular de la radiacion, pues
las trayectorias que siguen un electrén y un foton dispersados son iguales a las que seguirian dos particulas
microscopicas con sus mismas energias

De esta manera, se estaria planteando una dualidad onda-particula para la
radiacién electromagnética.

4, ONDAS DE MATERIA Y FUNCION DE ONDA
4.1. Longitud de onda de De Broglie

En este contexto de tensiones conceptuales y resultados experimentales dificiles
de explicar dentro del marco clasico, surgié una idea que transformaria profunda-
mente la comprension de la materia. En su tesis doctoral de 1924, Louis de Broglie
propuso una extension radical de la dualidad onda-particula: “Si la luz podia com-
portarse como particula, entonces las particulas materiales podian comportarse
como ondas”. Propuso que a toda particula con momento p le corresponde una
onda de materia de longitud de onda (ver Figura 9):

A=, (5)

donde h = 6.626 070 15 X 1034 ] s es la constante de Planck.
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LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

Figura 9. Representacion esquematica de la onda de materia que acompanfia una particula en movimiento.
El momento lineal p de la particula y la longitud de onda A de la onda estan relacionados mediante la
propuesta de De Broglie

4.2. Funcién de onda en la mecdnica cudntica

La hipétesis de De Broglie introdujo una idea revolucionaria: si las particulas
materiales poseen una longitud de onda asociada, entonces su comportamiento no
puede describirse inicamente mediante las leyes cldsicas del movimiento. Sin em-
bargo, la relaciéon A = h/p por si sola no constituia una teoréa dindmica completa.
Era necesario formular una ecuacién que describiera la evolucion temporal de estas
ondas de materia y que permitiera incorporar de manera sistematica la energia y
el potencial del sistema. Este paso fue dado por Erwin Schrédinger en 1926, quien
desarroll6 una ecuacién de onda capaz de describir matematicamente el comporta-
miento cudntico de las particulas, dando origen a la mecénica cuantica ondulatoria.

4.2.1. Definicién e interpretacion probabilistica

En la mecédnica cudntica, la llamada funcién de onda W(x,t) describe el estado
cuantico de una particula o sistema. A diferencia de una onda mecanica, y(x,t), ¥
no representa una perturbacion fisica medible directamente. Max Born propuso
en 1926 una interpretaciéon probabilistica:

El cuadrado del médulo de la funcién de onda, |¥(x,f)|? es la densidad de probabi-

lidad de encontrar la particula en la posicidn x en el tiempo t.

Matematicamente, dicha probabilidad de encontrar la particula en un intervalo
dx alrededor de x es:

dP(z,t) = |W(x,t)|*dx. (6)

Dado que la particula debe estar en algtn lugar del espacio, la funcién de onda
debe estar normalizada, lo cual se expresa como:

/ |¥(a, t) 2z = 1. )
todo el espacio
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Dicho de otra manera, esta interpretacion sugiere que las ondas de materia son
perturbaciones de un campo de probabilidades que —como las ondas clasicas—
pueden extenderse por todo el espacio interfiriendo entre si, pero que —a diferencia
de las ondas clasicas— adoptan valores complejos en cada punto en el espacio.
Entre mayor sea el mddulo cuadrado de tales valores complejos, sera mas probable
encontrar a una particula en una posicion dada.

4.2.2. Ecuacion de Schrodinger

Las ondas de materia —a diferencia de las ondas mecénicas— no requieren de un
medio material para propagarse, no se rigen por el determinismo de la mecénica
clasica y son un indicio del comportamiento ondulatorio de la materia, el cual
puede ser descrito, matemdaticamente, por la funcién de onda cuantica W(x, ¢).

El entendimiento de lo que es realmente la funcién de onda ha llevado a
discusiones y al surgimiento de diversas corrientes (o interpretaciones) en la meca
Unica cuantica. Por ejemplo, la descripcién probabilistica propuesta por Born,
citada anteriormente, forma parte de la interpretacion de Copenhague.

Ahora bien, la llamada ecuacién de Schrodinger proporciona un marco en el
que la evolucion temporal de W es siempre ondulatoria, mientras que el caracter
corpuscular emerge exclusivamente en el proceso de medicién, donde la distribucién
de resultados individuales sigue la distribucién |W|. Asi, la evolucion temporal de
W para una particula en un potencial V' (x) se rige por la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo:

ol e &

ik = |-
it 2 et

+ V(z)| W, (8)
donde 7 = h/(2w) es la constante de Planck reducida. Esta ecuacién pone en evi-
dencia una diferencia matemadtica importante entre las ondas mecdnicas, que satisfacen
la ecuacion (2) para y(x, t), y la funcién de onda W (x, t), pues la variacién espacial
de cada funciodn se relaciona de manera distinta con su variacion temporal.

Para estados estacionarios, es decir, aquellos para los que su energia E es
constante, podemos escribir W (x, t) = ¢ (x)e'®’*, obteniendo la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo:

[ ﬁ'l 52

© 2m 8z

+ V(z)| ¥(z) = Ed(z). (9)

4.2.3. Comparacion con la ecuacién de onda clasica

La ecuacion de Schrodinger (8) difiere fundamentalmente de la ecuacién de onda
clasica (2) en los siguientes aspectos:
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1. Orden en el tiempo: La ecuacion de Schrodinger es de primer orden en
el tiempo, mientras que la ecuacion de onda clasica es de segundo orden.

2. Naturaleza de la solucién: La ecuacién de Schrodinger estd definida en
los nimeros complejos por lo que sus soluciones son funciones de onda
complejas. La ecuacidn cldsica generalmente describe cantidades reales.

3. Relacion de dispersion: Para una particula libre, es decir, que no inter-
actda con ningin otro objeto o sistema (V = 0), la funcién de onda W =
Ae'™=*9 con A un nimero diferente de cero. Si esta propuesta se sustituye
en (8), obtenemos la siguiente igualdad:

la cual conduce a que la velocidad de fase sea

_w_h_p
TR T om T ome

que no es la velocidad de la particula, como en el caso clasico. Por el
contrario, la velocidad de grupo se calcula como:

dw "k p

= — —

T dk m om

que si corresponde a la velocidad clasica de la particula.
4.3 Diferencias fundamentales entre ondas mecdnicas y la funcion de onda

El estudio de las ondas en fisica abarca desde la descripcion clasica de las perturba-
ciones en medios materiales hasta la funcién de onda en la mecanica cuantica.
Mientras las ondas mecdnicas se rigen por la ecuacién de onda y describen fené-
menos colectivos medibles directamente, las ondas de materia y la funcién de
onda representan una evolucién conceptual profunda: la naturaleza ondulatoria
de particulas individuales y una descripcién probabilistica de la realidad fisica.

La ecuacién de Schrédinger, que es lineal y estd definida en los nimeros com-
plejos, difiere esencialmente de la ecuacidn de onda clésica, reflejando el caracter
no intuitivo del mundo cuantico. La interpretacién probabilistica de Born, donde
|W|* representa densidad de probabilidad, marca un quiebre epistemolégico con la
fisica clasica, donde las ondas representan perturbaciones fisicas directas.
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Cuadro 1

LAS ONDAS EN FISICA: DESDE LO CLASICO HASTA LO CUANTICO

Comparacion entre las ondas mecdnicas y la funcion de onda cudntica

Onda mecanica

Funcién de onda cuantica

Aspecto

Naturaleza fisica

Perturbacién en un medio material
medible directamente

Amplitud de probabilidad (entidad
matematica abstracta)

Representacion matematica

Funcién real y(x, 1)

Funcién compleja W(x, 1)

Interpretacion

Descriptiva directa del movimiento

Probabiliistica: [¥]? = densidad

del medio de probabilidad
%y 1 %y Irir'h:IJ G -
Ecuacién gobernante ox?  v?ot? e Im g
(2° orden en tiempo) (1° orden)

Transporta energia y momento a

Describe evolucién de proba- bili-

Transporte través del medio dades; la partlc.ula puede estar
localizada
Energia Proporcional al cuadrado de la Valor esperado: (E) = /‘P*I:I‘I‘dx

amplitud: E < A?

Medio de propagacion

Requiere medio material (excepto
ondas EM en el vacio)

No requiere medio; es una
propiedad intriinseca de la materia

Cuantizacién

No necesariamente cuantizada (ex-
cepto en las ondas estacionarias)

Surge naturalmente de condi-
ciones de contorno (niveles
discretos de energia)

Superposicién

Principio de superposicion lineal

Principio de superposicion e
interferencia de amplitudes de
probabilidad

21

Las ondas de De Broglie unifican conceptualmente la descripcién de la materia y la
radiacién, aunque con interpretaciones fisicas diferentes. Mientras que la fisica clasica
proporciona descripciones deterministas, la mecdnica cudntica ofrece predicciones
probabilisticas, limitadas por el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Este recorrido desde las ondas mecdnicas hasta la funciéon de onda cudntica
ilustra la evolucion del pensamiento fisico y la capacidad de las matematicas para
describir realidades cada vez mas abstractas y contraintuitivas.
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RESUMEN

La Relatividad General (RG) de Einstein describe la gravedad como una manifestacién
de la curvatura del espacio-tiempo. Una de sus predicciones mas fascinantes es la
existencia de agujeros negros, objetos tan compactos que ni siquiera la luz puede
escapar de su interior. Este articulo de revision presenta un andlisis introduc-
torio de las geodésicas nulas (trayectorias de fotones) en el espacio-tiempo de
Schwarzschild, la solucién mds elemental de las ecuaciones de Einstein en el vacio,
que describe un agujero negro sin rotacién ni carga. Se revisan los fundamentos
de las ecuaciones de campo de Einstein y la métrica de Schwarzschild, destacando
las propiedades del horizonte de eventos y la singularidad. El objetivo central es
estudiar las trayectorias, o geodésicas, que sigue la luz en este entorno, el cual esta
determinado por el pardmetro de impacto. Mediante el uso del método numérico
de Runge-Kutta de cuarto orden aplicado a la ecuacién de la érbita, se analizan y
discuten los tres regimenes posibles para un fotén: la desviacién gravitacional, las
Orbitas circulares inestables en la esfera de fotones y la captura definitiva por el
agujero negro. Los resultados de las simulaciones se presentan y contrastan con las
predicciones tedricas. Finalmente, se discuten las implicaciones de estos hallazgos
para la astrofisica moderna, como la sombra de los agujeros negros, y se sefialan
posibles direcciones para investigaciones futuras.

Palabras clave:

Relatividad general; agujero negro de Schwarzschild; geodésicas nulas; trayectorias
de los fotones; lente gravitacional; método de Runge-Kutta
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— Abstract—

Einstein's General Relativity (GR) describes gravity as a manifestation of space-
time curvature. One of its most fascinating predictions is the existence of black
holes—objects so compact that not even light can escape from within them. This
review article presents an introductory analysis of null geodesics (photon trajec-
tories) in Schwarzschild spacetime, the simplest vacuum solution to Einstein's
equations, describing a non-rotating, uncharged black hole. The fundamentals of
Einstein's field equations and the Schwarzschild metric are reviewed, highlighting
the properties of the event horizon and the singularity. The main objective is to
study the paths, or geodesics, that light follows in this environment, which is deter-
mined by the impact parameter. By using the fourth-order Runge-Kutta numerical
method applied to the orbit equation, the three possible regimes for a photon are
analyzed and discussed: gravitational deflection, unstable circular orbits on the
photon sphere, and capture by the black hole. Simulation results are presented and
compared with theoretical predictions. Finally, the implications of these findings
for modern astrophysics—such as black hole shadows—are discussed, and potential
directions for future research are outlined.

Keywords:

General Relativity; Schwarzschild Black Hole; Null Geodesics; Photon Trajectories;
Gravitational Lensing; Runge-Kutta Method.
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RELATIVIDAD GENERAL

a Relatividad General es una teoria de la gravitacién formulada por Albert

Einstein (1915). A diferencia de la gravitacién newtoniana, esta teoria in-

terpreta la gravedad no como una fuerza, sino como una manifestacion
geométrica de la curvatura del espacio-tiempo producida por la presencia de masa
y energia (Cheng, 2005).

Uno de sus pilares fundamentales es el principio de equivalencia, el cual
establece que no es posible distinguir localmente entre un sistema de referencia
acelerado y uno inmerso en un campo gravitacional. Este principio permite com-
prender que los efectos de la gravedad pueden describirse mediante una métrica,
que es un objeto matematico que codifica toda la informacién sobre la geometria
del espacio-tiempo. Permite calcular distancias, dngulos, y trayectorias. De este
modo, los cuerpos no experimentan fuerzas gravitacionales, sino que siguen trayec-
torias determinadas por dicha geometria (Cheng, 2005; Wald, 1984; Carroll, 2019).

En Relatividad General, el movimiento de las particulas se describe mediante
geodésicas, las cuales representan la trayectoria que debe seguir una particula libre
en presencia de un campo gravitacional.

ECUACIONES DE EINSTEIN

Las ecuaciones de campo de Einstein son la base matematica de la Relatividad

General. Relacionan la geometria del espacio-tiempo con la distribuciéon de materia

y energia. El fisico John Wheeler (1990) lo resumi¢ asi: «El espacio-tiempo le dice

a la materia como moverse; la materia le dice al espacio-tiempo cdmo curvarse».
Las ecuaciones se escriben de la siguiente forma:

Bmis
Gy = c_.;T#v (1)

donde G, el Tensor de Einstein, representa la geometria del espacio-tiempo. Estd
dado por:

1
Gy = Ry = EQ;.WR (2)

Con Rw, conocido como el Tensor de Ricci; y R, llamado Escalar de curvatura,
que describen la curvatura de una regioén en presencia de la gravedad; g, tam-
bién llamado Tensor métrico, es la «regla» que define las distancias y el tiempo
en el universo. T, es el Tensor de Energfa-Impulso que describe el contenido de
materia y energfa en el espacio-tiempo que producen el campo gravitacional. G es
la Constante de Gravitacién Universal con un valor de 6.674x10™ m?* kg” s>y c es
la velocidad de la luz en el vacio, cuyo valor es de 2.998x10* m/s.
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La expresion (1) es la forma compacta de las ecuaciones de la Relatividad
General, nos muestra, del lado izquierdo, la geometria del espacio y, del lado
derecho, describe la masa y la energia presentes. Esta expresion se puede desarrollar
considerando lo siguiente:

»  Los Indices y la Dimensién: Los indices griegos i y v son etiquetas que
representan las dimensiones del espacio-tiempo: 0,1,2,3 donde o es el
tiempo y 1,2,3 son las dimensiones espaciales x, y, z.

*  Cadaindice puede tomar diferentes valores. Sin embargo, en este trabajo
se consideran 4 dimensiones. Al tener dos indices independientes, la ex-
presidn representa una matriz de 4x4. Esto nos da 16 ecuaciones. Como
los tensores G, = G, son simétricos, la ecuacién para la componente
(1,2) esla misma que‘para el (2,1). Por eso, en la prictica, se reducen a 10
ecuaciones independientes:

Tipo de Componentes Combinaciones («,v)  Cantidad Descripcion

Relaciona la curvatura con la den-
sidad de energia total. Es el limite
donde se recupera la gravedad
Newtoniana.

Componente Temporal 0, 0) 1

Describen el flujo de energia (momen-
Componentes Mixtos 0, 1),(0, 2),(0, 3) 3 to). Representan cémo el movimiento
de la masa arrastra el espacio-tiempo.

Relacionan la curvatura con la presién

Componentes Diagonales € D2 26,3 3 en las tres direcciones espaciales.

Representan los esfuerzos cortantes
Componentes de Cizalla 1, 2),(1, 3),(2, 3) 3 (fuerzas que deforman el espacio-
tiempo de forma no diagonal).

AGUJEROS NEGROS

La solucidon de Schwarzschild fue la primera solucion exacta encontrada a las
ecuaciones de campo de Einstein. El astrofisico y matematico alemdn Karl
Schwarzschild la descubrié en 1916, mientras servia en el frente ruso durante la
Primera Guerra Mundial (Rodriguez, 2017). A pesar de las condiciones adversas,
Schwarzschild logré resolver las complejas ecuaciones para el caso de un cuerpo es-
férico, estatico y sin carga. Su trabajo demostrd la existencia tedrica de lo que luego
se llamaria agujero negro y sent? las bases para el estudio de la fisica de los objetos
compactos (Shapiro & Teukolsky, 1983). Aunque el resultado de la solucién dada
por Schwarzschild podia aplicarse a la descripcién de cuerpos como el sistema solar
también explicaba la fisica de los agujeros negros, esto tltimo, aunque era obvio, ni
Einstein ni Schwarzschild lo sabian en ese momento (Shapiro & Teukolsky, 1983).
Reciben el nombre de agujero negro porque, debido a la gran cantidad de masa
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que poseen, generan un campo gravitacional tan fuerte que ni la luz puede escapar
de él (Carnalla-Martinez & de Ciencia, 2025; Percy, 1993).

Caracteristicas principales de los agujeros negros

+ Horizonte de Eventos: Superficie esférica que marca el "punto de no
retorno”. Es el limite a partir del cual la velocidad de escape supera la
velocidad de la luz Para un observador externo, el tiempo se dilata in-
finitamente para los objetos que se acercan al horizonte (Percy, 1993).

« Singularidad: Punto central de densidad donde las leyes de la fisica
conocida dejan de ser aplicables. Esta oculta tras el horizonte de eventos
(Conjetura de censura césmica) (Percy, 1993).

« Disco de Acreciéon: Remolino de gas, polvo y plasma que orbita a altas
velocidades alrededor del agujero negro. El material se calienta por
friccidén y emite radiacién rayos X antes de cruzar el horizonte de eventos
(Kazmierczak & Team, 2025).

«  Ergosfera: en agujeros negros rotantes la region exterior al horizonte
donde el espacio-tiempo es arrastrado por la rotacién del agujero. Es
posible extraer energia de esta region a través del proceso de Penrose
(Meringolo et al., 2025).

Clasificacion de los agujeros negros por Masa

+  Microagujeros Negros: Tamafio subatémico. Objetos tedricos predichos
por algunos modelos cosmoldgicos (Percy, 1993).

« Agujeros Negros Estelares: Masas entre 3 y 50 masas solares (Baird,
2022). Se forman por el colapso gravitacional de estrellas masivas al final
de su vida.

+ Agujeros Negros de Masa Intermedia: Masas entre 50 a 50000 masas
solares (Baird, 2022). Su origen es atin objeto de estudio, ya que se cree
que deben existir como eslabon perdido en la evolucién desde los agujeros
negros estelares de pocas masas solares hasta los supermasivos de millones de
masas solares. Aunque su deteccion es esquiva, algunas hipdtesis apuntan
a que podrian formarse por la colisién y fusion de varios agujeros negros
estelares o por el colapso directo de cimulos estelares masivos.

« Agujeros Negros Supermasivos: Masas de 10° a 10’ masas solares. Se
hallan en el centro de la mayoria de las galaxias incluida la Via Lactea, el
cual se conoce como Sagitario A* (Wald, 1984).
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METRICA DE SCHWARZSCHILD

La importancia de la métrica de Schwarzschild radica en que es la primera solucién
a las ecuaciones de la Relatividad General. Esta métrica describe la geometria del
espacio-tiempo alrededor de una masa esféricamente simétrica, estatica y sin carga
eléctrica (Schwarzschild, 1916). En coordenadas esféricas (¢, , 0, ¢), donde ¢ es el
tiempo, r es la coordenada radial que representa la distancia hacia el agujero negro
medida a partir de su centro, y (6, ¢) son las coordenadas angulares. El elemento
de linea, que se obtiene a partir de la métrica y nos dice como medir distancia en
el espacio-tiempo bajo estudio, se escribe como:

206M
ciy

26My !
ds? = — (1 - )c‘*d:z + (1 - FJ dr? + r(d6* + sin® 8d¢?) (3)

2N
El término f{) = (1 - r'f_r}, donde M es la masa del agujero negro, cuantifica la

desviacion del espacio-tiempo respecto a la geometria plana de Minkowski. Este
factor aparece tanto en el coeficiente temporal g, como en el coeficiente radial g _a
través de su inverso. Para distancias muy grandes del agujero negro, la métrica se
aproxima a la de Minkowski en coordenadas esféricas, recuperandose asi el limite
newtoniano de la gravedad. La métrica presenta singularidades matematicas en
puntos especificos que requieren analisis detallado.

Si hacemos f(r) igual con cero y despejamos r obtenemos la solucién cono-
cida como el radio de Schwarzschild:

Si sustituimos este valor en la componente radial de la métrica obtendremos
una division entre cero, lo que significa que el valor de la métrica en ese punto
esta indeterminado.

ZSM)" 1

1
Grr(rs) = (1 - = =0 (indeterminado)

cory

Esta divergencia indica una singularidad de coordenadas, no fisica, que puede
eliminarse mediante un cambio adecuado de coordenadas (como las coordenadas
de Kruskal-Szekeres) (Wald, 1984). El horizonte de eventos es precisamente la
superficie esférica definida por r = r..

Por otro lado, en el centro del agujero negro (r = 0), encontramos una singu-
laridad fisica real o de curvatura que, a diferencia de la singularidad en el horizonte
de eventos, no puede eliminarse con un cambio de coordenadas. Esto indica que
la curvatura del espacio-tiempo se vuelve infinita. Es en este punto donde la teoria
de la Relatividad General alcanza su limite de validez al no poder describir coherente-
mente las condiciones fisicas en la singularidad (Carroll, 2019).
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Geodésicas en el Agujero Negro de Schwarzschild

En un espacio-tiempo curvo, una geodésica es el camino o trayectoria que sigue
una particula sobre la que no actiian fuerzas, moviéndose unicamente bajo la in-
fluencia de la geometria del espacio-tiempo (Wald, 1984). A la trayectoria descrita
por una particula sin masa, como los fotones que componen la luz, se le conoce
como geodésica nula. En este trabajo nos enfocamos en geodésicas nulas porque
si conocemos el comportamiento de la luz podemos determinar propiedades
importantes de un agujero negro, como el que se encuentra en el centro de nuestra
galaxia, o probar la validez de la Teoria General de la Relatividad.

Existe una drbita circular inestable para fotones en r = 3GM/c> = 1.5 r.. Se dice
que es inestable porque cualquier pequefia perturbacion, por ejemplo, un fotén que
no llegue con el dngulo o energia exactos, hard que este se escape al infinito o caiga
hacia el horizonte de eventos, en lugar de permanecer en una Orbita cerrada. Si un
fotén cruza el horizonte de eventos (r < r), inevitablemente cae hacia la singularidad.

De manera general, la ecuacion que describe el movimiento de una particula
alrededor de un agujero negro es (Cerén Angeles et al., 2025):

d*u  u*df(1fu)

_ (4)
a2 "7 aw WM
Donde u=1/r es la inversa de la coordenada radial, ¢ es la coordenada angular azimutal,
que parametriza la orbita en el plano ecuatorial (6 = 7/2) y f (1/u) es el término de la
métrica bajo estudio. Para el caso de Schwarzschild, la ecuacién queda como:

dz
ﬁ: —u + 3Mu? (s)

Al ser una ecuacidn diferencial de segundo orden, necesitamos dos condiciones
iniciales para resolverla. Estas son

1
o= (6)
d 1 1
%~ {7 ) @)

Donde 7, es la distancia a la que se encuentra el fotén respecto del centro del agujero
negro, b = L/E se define como el pardmetro de impacto definido como la distancia
perpendicular entre la trayectoria inicial del fotén y la linea paralela que pasa por
el centro del agujero negro y que, como veremos mas adelante, nos da informacién
sobre la trayectoria de la particula, E es la energia y L es el momento angular.
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Resolver a mano este tipo de ecuaciones diferenciales no es sencillo, por esa razén
recurrimos a algoritmos computacionales. En este caso usamos el método de Runge-
Kutta que tiene su nombre en honor a sus creadores. Es un método numérico para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y estd basado en el algoritmo de "un
paso", ya que cada aproximacion se basa en el paso anterior y la precision depende
de las aproximaciones de los puntos usados para obtener el resultado final (Butcher,
2000). Debido a su estabilidad numérica y alta precisién, ademas de no depender de
derivadas de érdenes altos, este método es ideal para programarse en computadora.

Si graficamos la solucién de la ecuacién diferencial anterior podemos obtener
la trayectoria del foton alrededor del agujero negro. En la Figura 1 se muestra una
geodésica nula en coordenadas polares (r, ¢ ) para un fotén con pardmetro de
impacto b > b_en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Donde b_ es el pdrametro
de impacto critico, valor en el que tendremos drbitas circulares inestables y que
se obtiene de igualar la ecuacidn (7) con cero y resolver para b. La curva negra
representa la trayectoria calculada a partir de la ecuacion de 6rbita, mientras que
el circulo puirpura semitransparente indica la region del horizonte de eventos en
r = r. Al aproximarse al objeto masivo, el rayo de luz experimenta una desviaciéon
gravitacional, manteniendo una distancia superior al radio de la esfera de fo-
tones (r > 3M). La geodésica permanece siempre fuera del horizonte (region de
no retorno), alcanza una distancia cercana a r, y luego se aleja hacia el infinito.

L

Figura 1. Geodeésica nula con b > b, mostrando desviacion gravitacional. La trayectoria se acerca al agujero
negro, pero logra escapar de las cercanias del agujero negro

En la Figura 2 se presenta una geodésica nula para un fotén con pardmetro de
impacto b = b_. El rayo de luz, fuertemente desviado por la curvatura, se aproxima
a la esfera de fotones en r = 3M, donde completa multiples 6rbitas alrededor del
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objeto masivo antes de escapar. Este comportamiento evidencia la 6rbita circular
inestable para fotones: un fotén con el pardmetro de impacto exactamente critico
podria orbitar infinitamente en r = 3M, pero cualquier pequefia perturbacién lo
lleva a escapar o ser capturado. Las multiples 6rbitas observadas reflejan la alta
sensibilidad a las condiciones iniciales en este régimen critico.

90"

135°

180"

225* 315°

Figura 2. Geodésica nula con b = b, mostrando orbitas multiples alrededor del agujero negro en las
cercanias de la esfera de fotones

En la Figura 3 se muestra una geodésica para un fotén con parametro de impacto
b < b. La particula, proveniente desde una distancia muy lejana al agujero negro,
posee energia suficiente para superar la barrera del potencial efectivo, cruzando sin
retorno el horizonte de eventos (drea pirpura) y prosiguiendo inexorablemente
hacia la singularidad central en r = o. Este régimen ilustra el concepto de agujero
negro como regiéon de no retorno: al ser el parametro de impacto inferior al
critico, la curvatura extrema del espacio-tiempo impide toda deflexion hacia el
exterior, condenando al rayo de luz a ser absorbido definitivamente sin posibi-
lidad de escape.
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Figura 3. Geodésica nula con b < b, mostrando captura por el agujero negro. La particula cruza el horizonte
de eventos y cae hacia la singularidad

CONCLUSIONES

La Relatividad General, formulada por Albert Einstein, revolucioné la comprensién
de la gravedad ya que la fisica newtoniana no puede explicarla completamente.
Pasé de ser una fuerza a ser la curvatura del espacio-tiempo causada por la masa
y la energia, mostrando asi que la materia determina la curvatura y esta, a su vez,
guia el movimiento de los cuerpos mediante geodésicas.

La solucidn a las ecuaciones de Einstein encontradas por Karl Schwarzschild
demostr6 la existencia tedrica de los agujeros negros, las orbitas circulares inestables
para fotones y de una dltima érbita circular estable para particulas masivas que
refleja la estructura no lineal de la ecuacién orbital relativista. Estos resultados
ilustran de manera explicita cémo la curvatura modifica sustancialmente la
dinamica clasica y establece umbrales criticos en la evolucién orbital. Schwarzschild
confirma que la geometria determina completamente la dindmica de particulas.

Para comprender el comportamiento de particulas y fotones en las cercanias
de un agujero negro, es necesario el estudio de las geodésicas nulas que permiten
describir formalmente el horizonte de eventos y el radio de Schwarzschild (r). El
andlisis de la métrica de Schwarzschild evidencia la diferencia entre una singu-
laridad de coordenadas en el horizonte de eventos y una singularidad fisica real (en
r = 0), donde la curvatura del espacio-tiempo se vuelve infinita y la teoria alcanza
su limite de validez

A partir de la ecuacidn (4), usando la métrica de Schwarzschild, podemos
obtener la ecuacion diferencial que describe la geodésica que sigue un fotén alrededor
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del agujero negro antes mencionado. Es importante mencionar que esta es una ecu-
acion diferencial de segundo orden por lo que no es sencillo resolverla de manera
analitica. Esto nos obliga a usar métodos numéricos. En este trabajo usamos el
método de Runge-Kutta que, al graficar sus resultados, pudimos simular cémo
seria el movimiento del fotén alrededor del agujero negro para distintos valores de
la masa de dicho objeto, asi como del parametro de impacto. Observamos que la
trayectoria de un fotén esta determinada por el valor del mencionado pardmetro
de impacto que, a su vez, depende de las caracteristicas propias del sistema como
la energia y el momento angular. Encontramos un valor critico del pardmetro de
impacto tal que existen 6rbitas circulares inestables alrededor del agujero negro, es
decir, que cualquier pequefia perturbacién puede hacer que el fotén caiga hacia el
agujero negro o sea disparado lejos de él. Por otro lado, si el parametro de impacto
es mayor que el valor critico, el fotén serd desviado de su trayectoria original. Sin
embargo, esté se alejara del agujero negro, es decir, nunca caerd en él. Finalmente,
si el parametro de impacto es menor que el valor critico, el foton caerd al agujero
negro sin ninguna posibilidad de escapar.
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RESUMEN

El grafeno es un material bidimensional constituido por una monocapa de dtomos de
carbono organizados en una red hexagonal, con un grosor aproximado al diametro
de un solo dtomo. Aislado por primera vez en 2004 por André Geim y Konstantin
Novoselov —trabajo que les valié el Premio Nobel de Fisica en 2010—, el grafeno
concentré de inmediato la atencién de la comunidad cientifica internacional por
sus propiedades extraordinarias. Estas incluyen resistencia mecanica excepcional,
conductividad eléctrica y térmica sobresalientes, transparencia dptica casi total y
una estabilidad quimica notable. Este articulo ofrece una revision introductoria de
los fundamentos fisicos que explican tales propiedades, desde la teoria de bandas y
la analogia con particulas relativistas hasta los fendmenos cudnticos que distinguen
al grafeno de cualquier otro material conocido. Se describen los principales méto-
dos de obtencién —tanto los enfoques de arriba hacia abajo (top-down) como los
de abajo hacia arriba (bottom-up)— y se presentan las aplicaciones tecnoldgicas
mas relevantes, incluyendo electrénica de alta frecuencia, sensores biomédicos,
almacenamiento de energia y electrdnica flexible. Asimismo, se analiza la evolucién
de las expectativas cientificas y comerciales en torno al material, ubicandolas en el
marco del ciclo de sobreexpectacion de Gartner, y se reflexiona sobre las perspec-
tivas reales que el grafeno ofrece de cara al futuro inmediato.

Palabras clave:

Grafeno; propiedades fisicas; sintesis; fermiones de Dirac; aplicaciones tecnologicas;
materiales bidimensionales.
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— Abstract—

Graphene is a two-dimensional material consisting of a single layer of carbon
atoms arranged in a hexagonal lattice, with a thickness approximately equal to the
diameter of a single atom. First isolated in 2004 by André Geim and Konstantin
Novoselov—work that earned them the Nobel Prize in Physics in 2010—graphene
immediately attracted the attention of the international scientific community due
to its extraordinary properties: exceptional mechanical strength, outstanding elec-
trical and thermal conductivity, near-total optical transparency, and remarkable
chemical stability. This article provides an introductory review of the physical
principles underlying these properties, from band theory and the analogy with
relativistic particles to the quantum phenomena that set graphene apart from any
other known material. The main synthesis methods are described—both top-down
and bottom-up approaches—along with the most relevant technological applica-
tions, including high-frequency electronics, biomedical sensors, energy storage,
and flexible electronics. The evolution of scientific and commercial expectations
surrounding the material is also analyzed within the framework of the Gartner hype
cycle, and the realistic prospects graphene offers for the near future are examined.

Keywords:

Graphene; physical properties; synthesis; Dirac fermions; technological applications;
two-dimensional materials.
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1 carbono es, quizas, el elemento mas versatil de la tabla periddica. A lo largo

de siglos de investigacion cientifica, se han descubierto y estudiado distintas

formas en que los atomos de carbono pueden organizarse para dar lugar a
materiales con caracteristicas radicalmente diferentes: el diamante, conocido por su
dureza extrema y su transparencia; el grafito, utilizado en lapices y electrodos; los
fullerenos, moléculas esféricas de carbono que revolucionaron la quimica a finales
del siglo XX; y los nanotubos de carbono, cuya resistencia mecdnica y conductividad
eléctrica los colocaron en el centro de las investigaciones en nanotecnologia. Sin
embargo, ninguno de estos altropos habia revelado plenamente la riqueza que se
esconde en una sola capa atémica de carbono, lo que hoy conocemos como grafeno
(Novoselov et al., 2004).

El aislamiento experimental del grafeno en 2004 representé mucho mas que
un logro técnico. Reveld que es posible la existencia estable de un cristal estric-
tamente bidimensional —una realidad que durante décadas se habia considerado
termodindmicamente imposible— y abrié una ventana hacia un régimen fisico
completamente nuevo, en el que conceptos propios de la fisica de particulas
elementales aparecen de forma inesperada en un material que puede manipularse
con instrumentos de laboratorio convencionales (Geim & Novoselov, 2007). André
Geim y Konstantin Novoselov, fisicos de la Universidad de Manchester, recibieron
el Premio Nobel de Fisica en 2010 por este descubrimiento.

Desde el punto de vista fisico, el grafeno es fascinante precisamente porque en
él convergen disciplinas que usualmente se estudian por separado: la teorfa cuan-
tica de campos, la mecanica cuantica de muchos cuerpos, la fisica del estado sélido
y, de manera sorprendente, la teoria de la relatividad especial. Esta confluencia no
es una mera analogfa matemadtica, sino una consecuencia directa de la estructura
cristalina del material, que impone a los electrones una dinamica efectiva descrita
por ecuaciones relativistas, a pesar de que su velocidad es muy inferior a la de la
luz (Castro Neto et al., 2009).

El objetivo de este articulo es presentar, con rigor conceptual y claridad divul-
gativa, las propiedades fisicas que distinguen al grafeno, el marco teérico que las
sustenta y las implicaciones tecnolégicas que se derivan de ellas. Para lograrlo, el
texto se organiza de la siguiente manera. Primero se describe la estructura cristalina
del grafeno y sus consecuencias en la teoria de bandas. A continuacion, se exploran
sus propiedades mecdnicas, electronicas, térmicas y opticas. Después se discuten
los principales métodos de sintesis y produccion. Finalmente, se revisan las apli-
caciones actuales y emergentes, y se reflexiona sobre el estado real del material en
el panorama tecnoldgico contemporaneo.

F ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
-

39



GRAFENO Y SUS APLICACIONES: 20 ANOS DE AVENTURAS

Estructurs de red del grafeno (red de panal de abeja)
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Figura 1. Estructura de red hexagonal del grafeno (red de panal de abeja). Los atomos de carbono se
representan mediante circulos de color, que distinguen las dos subredes triangulares no equivalentes: en
azul los de la subred A y en rojo los de la subred B; las lineas indican los enlaces covalentes o. Se destacan

los vectores primitivos a, y a, de la celda unitaria, asi como los dos atomos no equivalentes Ay B de la

base. Fuente: Elaboracién propia con base en Castro Neto et al. (2009)

1. ESTRUCTURA CRISTALINA: LA RED DE PANAL DE ABEJA

Para comprender por qué el grafeno se comporta de manera tan distinta a otros
materiales, es necesario comenzar por su estructura cristalina. El grafeno consiste
en una red bidimensional de atomos de carbono dispuestos en un patrén hexagonal
que recuerda a un panal de abejas Figura 1). Este arreglo, denominado red de
panal de abeja (honeycomb lattice), no es una red de Bravais simple, sino una
red triangular con una base de dos d&tomos no equivalentes, convencionalmente
designados como A y B. Esta distincion es fundamental: los dos sitios de la red son
equivalentes desde el punto de vista energético, pero no desde el geométrico, y esa
diferencia tiene consecuencias profundas en el comportamiento electrénico del
material (Wallace, 1947; Castro Neto et al., 2009).

La constante de red del grafeno —la distancia entre atomos mds préoximos— es
de aproximadamente 1.42 A (0.142 nm), y los enlaces que mantienen unidos a los
atomos en el plano son del tipo sp?, uno de los tipos de enlace covalente mas fuertes
que existen en la naturaleza. Cada dtomo de carbono forma tres enlaces o con sus
vecinos mds cercanos, utilizando tres de sus cuatro electrones de valencia. El cuarto
electrén ocupa un orbital p perpendicular al plano del material y participa en la
formacion de bandas 7, que son precisamente las responsables de las propiedades
electrénicas extraordinarias del grafeno.

El enlace covalente sp? no solo confiere al grafeno su notable resistencia
mecanica, sino que también define la geometria perfectamente plana de la lamina
en condiciones ideales. En la practica, sin embargo, el grafeno libre exhibe pequeiias
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ondulaciones espontaneas de escala nanométrica, conocidas como corrugaciones,
cuya importancia termodindmica se discutira mas adelante. La combinacion de
un plano casi perfecto con una red altamente simétrica es la base de las demas
propiedades del material.

2. MARCO FISICO: DE LA TEORIA DE BANDAS A LA
RELATIVIDAD EFECTIVA

2.1 La teoria de bandas y el gap de energia

Para apreciar lo que hace al grafeno singular, conviene situarlo en el contexto de la
fisica del estado sélido. Cuando millones de atomos se organizan en una red crista-
lina periddica, los niveles de energfa discretos de los a&tomos aislados se ensanchan
y dan lugar a bandas de energfa continuas. La teoria de bandas, desarrollada a lo
largo del siglo XX, describe cdmo se distribuyen y se pueblan estas bandas y, en
consecuencia, si un material conduce la electricidad o no (Kittel, 2005).

En un metal, la banda de conduccién —la banda de energias mas altas ocupadas
por electrones— estd parcialmente llena, lo que permite que estos se muevan li-
bremente bajo la accion de un campo eléctrico. En un aislante, existe una brecha
de energfa prohibida (gap) grande entre la banda de valencia completamente llena
y la banda de conduccién completamente vacia. Los semiconductores son casos
intermedios en los que el gap es moderado: a temperatura ambiente, una pequefia
fraccién de electrones puede cruzarlo por agitacion térmica, dotando al material
de una conductividad limitada pero controlable. El silicio, material fundamental
de la electrénica moderna, es el ejemplo por excelencia de un semiconductor.

El grafeno ocupa una categoria sin precedentes en esta clasificacién. Su gap de
energia es nulo: la banda de valencia y la banda de conduccién se tocan en puntos
especificos del espacio reciproco, pero sin solaparse. Esto lo convierte técnicamente
en un semimetal, aunque su comportamiento electronico en esos puntos de con-
tacto es tan inusual que merece una descripciéon completamente distinta.

2.2 Los puntos de Dirac y la dispersion lineal

La zona de Brillouin del grafeno —la celda unitaria en el espacio reciproco— es
hexagonal, y en sus vértices se encuentran los denominados puntos de Dirac, des-
ignados Ky K' (también conocidos como valles). Ademas de los vértices, la Figura
2 identifica otros dos puntos de alta simetria de la zona de Brillouin: el centro, de-
notado I, que corresponde a momento nulo (k = 0), y los puntos M, situados en los
puntos medios de las aristas del hexagono, que corresponden a los puntos de silla de
la estructura de bandas donde se localizan las singularidades de van Hove. Cerca de
estos puntos, la relacion entre la energfa E y el momento k de los electrones no sigue
la dependencia cuadratica habitual que se observa en la mayoria de los materiales:
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E = hi/2m*) (1) (1)
sino que es lineal:

E=+hve[kf (2) (2)
donde , ~10°m/s es la velocidad de Fermi del grafeno, aproximadamente 300

veces menor que la velocidad de la luz, y k es el vector de onda medido desde el
punto de Dirac. Esta dispersion lineal es la firma caracteristica de las particulas
relativistas sin masa descritas por la ecuacién de Dirac, razén por la cual los por-
tadores de carga en el grafeno —tanto electrones como huecos— se denominan
fermiones de Dirac sin masa efectiva (Novoselov et al., 2005; Zhang et al., 2005).

Es fundamental subrayar que los electrones del grafeno no se vuelven rela-
tivistas en el sentido convencional: su velocidad real es muy inferior a la de la luz
y su masa en reposo, en términos absolutos, es la misma que en cualquier otro
material. Lo que ocurre es que su dinamica efectiva dentro del cristal —la forma
en la que responden a fuerzas externas y se propagan por la red— obedece ecu-
aciones matemdticamente idénticas a las de particulas que viajan a la velocidad de
la luz. Esta analogia no es trivial: tiene consecuencias experimentales verificables
y convierte al grafeno en un laboratorio accesible para explorar fenémenos de la
fisica de altas energfas en condiciones de temperatura ambiente (Katsnelson, 2012).

ESTRUCTURA DE BANDAS ELECTROMICAS DEL GRAFEND

(a} PRIMERA ZOMA DE BRILLOUIN (b) ESTRUCTURA DE BANDAS DEL GRAFEND

BANDADE
LONDICTIN

£ = dhvrlkd

" BANDA DE
VALENGA

FRIMERA 2008 DF BRILLOUT

Cono da Dirac an al punto K
de la Fona de Brillouin

Figura 2. Estructura de bandas del grafeno. Se muestra la zona de Brillouin hexagonal con los puntos K

y K'. En la ampliacion se ilustra el cono de Dirac: la dispersion lineal de energia en funcion del momento

cercano a un punto K, con la banda de valencia (cono inferior) y la banda de conduccién (cono superior)
tocadndose en el punto de Dirac. Fuente: Elaboracion propia con base en Castro Neto et al. (2009)
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2.3 El grafeno como laboratorio de fisica relativista

La analogia relativista del grafeno tiene consecuencias observables. Una de las mas
llamativas es el efecto tinel de Klein, predicho originalmente por el fisico Oskar
Klein en 1929 para particulas relativistas. Klein demostrd que, a diferencia de los
electrones ordinarios —que tienen una probabilidad exponencialmente pequefa
de atravesar una barrera de potencial alta y ancha—, los fermiones relativistas sin
masa pueden cruzar barreras de potencial arbitrariamente altas con probabilidad de
transmision practicamente igual a uno (Klein, 1929). En el grafeno, este fenémeno
se manifiesta como la imposibilidad de confinar electrones mediante barreras elec-
troestaticas convencionales, lo cual tiene implicaciones importantes para el disefio
de transistores basados en este material (Katsnelson et al., 2006).

Otro fendmeno de naturaleza cudntica que distingue al grafeno es el efecto
Hall cuantico. En materiales convencionales, este efecto —la aparicion de una resis-
tencia transversal cuantizada bajo la accién de un campo magnético intenso— solo
se observa a temperaturas criogénicas. En el grafeno, puede detectarse incluso a
temperatura ambiente, lo que refleja la robustez de los estados cudnticos asociados
a su estructura de bandas (Novoselov et al., 2007). Mas atn, el grafeno exhibe una
versién anémala de este efecto, con secuencias de cuantizacion diferentes a las de
los materiales convencionales, atribuibles a la naturaleza Dirac de sus portadores.

Esta correspondencia convierte al grafeno en algo mas que una curiosidad
conceptual: lo transforma en un laboratorio de mesa donde predicciones de la
electrodindmica cuantica, dificiles o imposibles de someter a prueba en los acelera-
dores de particulas, se vuelven accesibles con instrumentacion de estado sdlido. El
Zitterbewegung —el temblor cudntico que la teoria de Dirac atribuye a las particulas
relativistas—, la polarizacién del vacio en torno a una carga y la propia paradoja
de Klein encuentran en las ldminas de carbono una realizacidon experimental a
energias ordinarias y temperatura ambiente. En este sentido el material acttia como
un puente entre la fisica de la materia condensada y la fisica de altas energias, en
el que ideas concebidas para el mundo subatémico pueden contrastarse sobre una
mesa de laboratorio (Katsnelson & Novoselov, 2007).

3. PROPIEDADES FISICAS FUNDAMENTALES DEL GRAFENO
3.1 Propiedades electronicas: movilidad y transporte

Una de las caracteristicas mds extraordinarias del grafeno desde el punto de vista
tecnoldgico es su movilidad electrénica: la facilidad con que los portadores de carga
aceleran en respuesta a un campo eléctrico. La movilidad se mide en unidades
de cm?/(Ves), y el silicio —el material mas utilizado en electrénica— presenta
valores tipicos de alrededor de 1400 cm?*/(Ves) para los electrones. En grafeno de
alta calidad, a temperatura ambiente y sobre un sustrato de SiO, se han medido
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movilidades de hasta 10000 cm?®/(Ve®s), y en muestras suspendidas —sin contacto
con ningun sustrato— se han alcanzado valores superiores a 200000 cm?/(Ves).

Esta movilidad extraordinaria se origina en dos factores: la baja dispersion
de los electrones —producida por la casi perfecta regularidad de la red cristalina
y la ausencia de impurezas en muestras de alta calidad— y la velocidad de Fermi
elevada inherente a la dispersion lineal. Una consecuencia directa es el transporte
balistico: en muestras suficientemente puras y a escalas del orden de la micra, los
electrones pueden recorrer distancias apreciables sin sufrir colisiones significati-
vas con defectos o vibraciones de la red (fonones). Este régimen permite estudiar
fenémenos cudnticos coherentes de gran interés fundamental y abre la puerta al
disefo de dispositivos electrénicos de consumo energético muy bajo.

3.2 Propiedades mecdnicas: el material mds resistente conocido

El grafeno ostenta un médulo de Young de aproximadamente 1.0 TPa, lo que lo
sitia como uno de los materiales estructuralmente mas rigidos que se conocen,
superior al acero en aproximadamente dos rdenes de magnitud cuando se nor-
maliza por la densidad superficial. Esta rigidez extrema es consecuencia directa
de la fortaleza de los enlaces covalentes C-C de tipo sp* que requieren cantidades
considerables de energia para deformarse.

Una caracteristica aparentemente paraddjica es que esta dureza excepcional
coexiste con una notable flexibilidad macroscépica. Una lamina de grafeno puede
curvarse, doblarse y enrollarse sin que su estructura cristalina se rompa, siempre
que las deformaciones no superen ciertos umbrales. Esta combinacion de resis-
tencia y flexibilidad ha motivado el interés en aplicaciones de electrdnica flexible:
dispositivos que se doblan con el cuerpo, pantallas enrollables y sensores con-
formables que se adhieren a superficies curvas.

La resistencia a la fractura también es notable. Mediciones de nanoindentacién
realizadas con microscopia de fuerza atdmica han determinado que una capa de
grafeno puede soportar presiones de hasta 130 GPa antes de romperse, lo que lo
convierte en el material mds resistente medido hasta la fecha. Para poner esta cifra
en perspectiva, el acero de alta calidad comienza a deformarse irreversiblemente a
presiones unas 200 veces menores.

3.3 Conductividad térmica

La conductividad térmica del grafeno, medida dentro del plano de la lamina, puede
alcanzar valores de entre 3000 y 5000 W/(meK) a temperatura ambiente, superando
a cualquier otro material conocido, incluido el diamante (aproximadamente 2000 W/
(meK)) y el cobre (400 W/(m*K)). Este transporte de calor excepcionalmente eficiente
se debe fundamentalmente a la propagacion de fonones acusticos a lo largo de la red
hexagonal perfectamente regular, con muy poca dispersion en muestras sin defectos.
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Desde el punto de vista aplicado, esta propiedad convierte al grafeno en un
candidato ideal para la gestién del calor en dispositivos electrénicos miniaturizados.
El sobrecalentamiento es uno de los principales factores limitantes en la minia-
turizacién de chips y procesadores; la integracion de capas de grafeno como disi-
padores térmicos podria extender los limites actuales de densidad de integracion.

3.4 Transparencia optica y conductividad simultinea

Una ldmina de grafeno absorbe exactamente un 2.3 % de la luz visible incidente, un
valor sorprendentemente preciso que resulta de un calculo tedrico directo a partir
de la constante de estructura fina o =~ 1/137, una de las constantes fundamentales
de la fisica (Nair et al., 2008):

A=ma~=23% (3)

Esto significa que el grafeno es practicamente transparente: con una sola capa
atémica se absorbe apenas una fraccién minuscula de la luz, lo que lo hace visible
a simple vista sobre sustratos adecuados solo gracias a la interferencia éptica. Mas
significativo alin es que esta transparencia coexiste con una conductividad eléc-
trica considerable, una combinacién que practicamente no existe en ningtin otro
material y que lo convierte en el candidato ideal para electrodos transparentes en
pantallas tactiles, células fotovoltaicas y LEDs.

Los materiales actualmente usados como electrodos transparentes, principal-
mente el 6xido de indio-estaiio (ITO, por sus siglas en inglés), son fragiles, costosos
y fabricados con materiales criticos cuya disponibilidad a largo plazo es incierta.
El grafeno, por el contrario, es flexible, relativamente abundante en forma de car-
bono, y sus propiedades dpticas y eléctricas pueden ajustarse mediante dopaje o
funcionalizacién quimica.

4. ESTABILIDAD DE UN CRISTAL BIDIMENSIONAL:
EL PROBLEMA DE MERMIN-WAGNER

Cuando Geim y Novoselov aislaron el grafeno en 2004, su descubrimiento desafié
una conviccién tedrica bien establecida. En los afios 1960, los fisicos David Mermin
y Herbert Wagner demostraron que un cristal perfectamente bidimensional no
puede existir de forma estable a temperatura finita, porque las fluctuaciones tér-
micas destruirfan inevitablemente el orden de largo alcance de la red. El grafeno,
sin embargo, existe y es estable. ;Cémo es posible?

La respuesta reside en que el grafeno real no es perfectamente plano.
Observaciones mediante microscopia electréonica y de fuerza atémica han revelado
que las ldminas de grafeno libre presentan ondulaciones espontaneas de amplitud
nanométrica, que fluctdan en la direccién perpendicular al plano. Estas corrugaciones
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no son un defecto del material sino un mecanismo de estabilizacion: al curvar la
lamina en la tercera dimension, el sistema aprovecha los grados de libertad fuera
del plano para minimizar la energia libre y resistir las perturbaciones térmicas.

Este fenémeno tiene implicaciones practicas. Las corrugaciones afectan la
movilidad de los portadores de carga —porque crean potenciales locales que dis-
persan los electrones— y modifican las propiedades mecdnicas locales del material.
En grafeno depositado sobre un sustrato, las interacciones con la superficie reducen
las ondulaciones y pueden cambiar las propiedades electrénicas de manera signifi-
cativa, lo que hace que el entorno del grafeno sea un parametro de disefio critico
en las aplicaciones.

5. METODOS DE SINTESIS Y PRODUCCION DE GRAFENO

Uno de los desafios centrales que ha enfrentado la investigacién sobre grafeno
desde su descubrimiento es la produccién del material en cantidades suficientes,
con la calidad adecuada y a un costo viable. La forma en que se obtiene el grafeno
influye directamente en su estructura, sus defectos, sus propiedades electrénicas
Y, en consecuencia, en las aplicaciones para las que resulta adecuado. Los métodos
de sintesis (Figura 3) se clasifican en dos grandes categorias: los métodos de arriba
hacia abajo (top-down), que parten de materiales macroscépicos ricos en carbono
para separar capas individuales, y los métodos de abajo hacia arriba (bottom-up), que
construyen la ldmina de grafeno atomo a dtomo a partir de precursores moleculares.
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Métodos de sintesis del grafeno
METODOS TOP-DOWN (de amiba hacia abajo)
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Figura 3. Comparacion esquematica de los enfoques top-down y bottom-up para la sintesis de grafeno.
En el panel superior se ilustran los métodos top-down: exfoliacién mecéanica con cinta adhesiva a partir
de grafito, exfoliacion quimica mediante oxidacion-reduccion, y exfoliacion en fase liquida. En el panel
inferior se ilustran los métodos bottom-up: depésito quimico de vapor (CVD) sobre un sustrato metalico
catalizador y ablacién laser. Fuente: Elaboracién propia con base en Hutapea et al. (2025)

5.1 Métodos top-down
5.1.1 Exfoliaciéon mecanica

La exfoliacién mecdnica es histéricamente el primer método empleado para aislar
grafeno y fue precisamente el que utilizaron Geim y Novoselov en sus experimentos
originales. El principio es muy simple: se aplica cinta adhesiva sobre la superficie
de un cristal de grafito de alta calidad (HOPG, grafito pirolitico altamente orien-
tado) y se despegan sucesivamente capas de material hasta obtener ldminas de uno
0 pocos atomos de grosor, que después se transfieren a un sustrato de SiO* para su
caracterizaciéon (Novoselov et al., 2004).

El proceso explota la anisotropia del grafito: los enlaces covalentes que unen
a los atomos dentro de cada capa son aproximadamente 40 veces mas fuertes que
las fuerzas de van der Waals que mantienen unidas las capas entre si. La energia de
union intercapas es del orden de 2 eV/nm?, lo que permite separarlas con fuerzas
mecanicas moderadas sin romper la estructura hexagonal interna. El resultado es
grafeno de extraordinaria calidad cristalina, con movilidades electrénicas entre las
mads altas reportadas y practicamente libre de defectos. Sin embargo, las laminas
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producidas son pequefias —tipicamente de decenas a pocas centenas de micrometros
cuadrados— y el proceso es completamente manual, lo que lo hace inviable para
produccién industrial a gran escala.

5.1.2 Exfoliacion quimica: del éxido de grafeno al grafeno reducido

La exfoliacién quimica del grafito busca superar las limitaciones de escala de la
técnica mecanica aprovechando reacciones de oxidacién-reduccion. El proceso
comienza con la oxidacion del grafito utilizando mezclas de dcidos fuertes y agentes
oxidantes, como 4cido sulfurico (H2804), dcido nitrico (HNOS) y permanganato
de potasio (KMnO,) que aumenta el espaciado intercapas y debilita las fuerzas que
las unen hasta el punto en que una simple sonicaciéon en medio acuoso permite
exfoliar el material en nanohojas individuales de 6xido de grafeno (OG).

Una vez obtenido el OG, éste debe someterse a una etapa de reduccién para
restituir parcialmente las propiedades eléctricas del grafeno original. Los agentes re-
ductores mas utilizados incluyen hidracina (N2H4), borohidruro de sodio (NaBH )
y varios métodos de reduccion térmica. El producto resultante, 6xido de grafeno
reducido (rGO), presenta propiedades eléctricas superiores al OG pero inferiores al
grafeno exfoliado mecdnicamente, debido a que el proceso de oxidacién introduce
defectos estructurales irreversibles. No obstante, la escala de produccion potencial y el
bajo costo hacen al rGO atractivo para aplicaciones como materiales compuestos, recu-
brimientos conductores y dispositivos de almacenamiento electroquimico de energfa.

5.1.3 Exfoliacion en fase liquida

La exfoliacion en fase liquida (LPE, por sus siglas en inglés) consiste en dispersar
grafito en un solvente adecuado y aplicar energfa mecdnica —usualmente mediante
sonicacion ultrasonica o cizallamiento de alta velocidad— para separar las capas
y obtener suspensiones coloidales de grafeno de pocas capas. La clave del proceso
es la eleccion del solvente: este debe tener una tension superficial y un parametro
de solubilidad compatibles con los del grafeno para minimizar la energia necesaria
para mantener las capas separadas y evitar su reaglomeracién.

La LPE produce grafeno con una densidad de defectos relativamente baja en
comparacion con la exfoliacién quimica, es compatible con procesos de fabricacion
tipo rollo a rollo (roll-to-roll) y resulta adecuada para la produccién de tintas
conductoras y recubrimientos funcionales. Sus principales limitaciones son el
tamano lateral reducido de las laminas obtenidas y la distribucién heterogénea
en nimero de capas.
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5.1.4 Desenrollado de nanotubos de carbono

Un método menos convencional pero conceptualmente elegante consiste en desen-
rollar nanotubos de carbono para obtener nanocintas de grafeno (GNR, graphene
nanoribbons). Los nanotubos de carbono pueden visualizarse como ldminas de
grafeno enrolladas sobre si mismas; al cortar estos tubos longitudinalmente, se
despliegan en cintas planas de grafeno con anchuras bien definidas. El corte puede
realizarse mediante oxidacion quimica controlada, exposicion a plasma, trata-
mientos electroquimicos o métodos mecdnicos asistidos. La anchura de la nano-
cinta obtenida puede controlarse eligiendo el didmetro del nanotubo precursor,
lo que es especialmente valioso porque las nanocintas delgadas exhiben un gap
de energia finito inducido por el confinamiento cuantico lateral, a diferencia del
grafeno de anchura infinita.

5.2 Métodos bottom-up
5.2.1 Depésito quimico de vapor (CVD)

El depésito quimico de vapor (CVD, chemical vapor deposition) se ha consolidado
como el método mds prometedor para la produccion de grafeno de alta calidad a
escalas compatibles con aplicaciones industriales. En este proceso (Figura 4), un
gas precursor rico en carbono —generalmente metano (CH4), a veces combinado
con hidrégeno (H )— se introduce en una cimara de reaccién a temperaturas
elevadas, tipicamente entre 9oo °C y 1100 °C. En estas condiciones, las moléculas
del precursor se descomponen cataliticamente sobre la superficie de un sustrato
metdlico —habitualmente cobre o niquel— liberando atomos de carbono que migran
sobre la superficie hasta incorporarse a una red hexagonal creciente.

El cobre es el sustrato catalitico preferido porque su interacciéon con el car-
bono es débil y autoterminante: una vez que se forma una monocapa completa de
grafeno, el proceso de crecimiento se detiene, lo que facilita la obtencion de grafeno
predominantemente monocapa sobre grandes areas. Después del crecimiento, el
grafeno debe transferirse del sustrato metalico al sustrato final de interés, general-
mente mediante la disolucién quimica del cobre, un paso que puede introducir
contaminaciones o roturas en la ldmina y que representa uno de los principales
retos técnicos del proceso.
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SINTESIS DE GRAFENO POR DEPGSITO QUIMICO DE VAPOR (CVD): PROCESO EN CUATRO ETAPAS
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Figura 4. Esquema del proceso de depésito quimico de vapor (CVD) para la sintesis de grafeno. Se ilustran
las etapas: (a) flujo del gas precursor (CHA/HZ) sobre el sustrato de cobre a alta temperatura; (b) descom-
posicién catalitica de las moléculas y nucleacién de dominios de grafeno; (c) crecimiento y coalescencia de
los dominios hasta cubrir el sustrato; (d) transferencia del grafeno al sustrato final mediante disolucion del
cobre. Fuente: Elaboracién propia con base en Bae et al. (2010)

5.2.2 Ablacién laser

La ablacidn laser para la sintesis de grafeno consiste en irradiar un material sélido

rico en carbono —tipicamente grafito— con pulsos de laser de alta intensidad. La
energia aportada por el laser es suficiente para romper los enlaces C-C superfi-

ciales, generando una pluma de plasma con atomos y fragmentos de carbono que

se depositan sobre un sustrato receptor donde pueden reorganizarse en laminas de
grafeno. La calidad del material obtenido depende de factores como la longitud de

onda del laser, la duracién de los pulsos, la distancia entre el blanco y el sustrato,

y la temperatura de este tltimo.

La ablacidn laser produce grafeno de alta pureza quimica, sin residuos de
solventes ni catalizadores metalicos, lo que la hace atractiva para aplicaciones bio-
médicas y espectroscdpicas. Su principal limitacion es la dificultad para obtener

laminas de gran drea y el elevado costo de los sistemas de laser de alta potencia,

que dificultan su escalado industrial.
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6. APLICACIONES TECNOLOGICAS ACTUALES Y EMERGENTES

Las propiedades tnicas del grafeno han estimulado una enorme actividad de in-
vestigacién orientada a su integracién en tecnologias de alto impacto. No todas
las aplicaciones han alcanzado el mismo nivel de madurez tecnoldgica: algunas
ya estan disponibles comercialmente, otras se encuentran en etapas avanzadas de
desarrollo, y varias permanecen en el dmbito de la investigacién bdsica. A con-
tinuacién, se describen las dreas de aplicacién mas relevantes, organizadas segiin
el estado actual de su desarrollo.

6.1 Electronica de alta frecuencia

La movilidad electrénica excepcional del grafeno, superior a la del silicio en uno
o dos 6rdenes de magnitud, lo convierte en candidato natural para transistores de
efecto campo (FET) que operen a frecuencias de radiofrecuencia y de microondas.
IBM y otras empresas tecnoldgicas han demostrado transistores de grafeno con
frecuencias de corte superiores a 100 GHz, muy por encima de los dispositivos de
silicio comparables (Lin et al., 2010). Sin embargo, la ausencia de un gap de energia
natural en el grafeno impide apagar completamente el dispositivo, lo que limita su
uso en légica digital convencional. Diversas estrategias se han propuesto para abrir
un gap controlado: el confinamiento lateral en nanocintas, el dopaje quimico y la
ingenieria de tensiones mecanicas.

6.2 Sensores

La extrema sensibilidad del grafeno a su entorno quimico —incluyendo la po-
sibilidad de detectar la adsorcién de moléculas individuales sobre su superficie
mediante cambios en la resistividad eléctrica— lo convierte en una plataforma ideal
para sensores de alta sensibilidad. Se han demostrado sensores de grafeno para la
deteccion de gases toxicos como el NO, o el NH, a nivel de partes por millén o
incluso de moléculas individuales. En el &mbito biomédico, electrodos flexibles
de grafeno integrados en parches cutdneos permiten monitorizar en tiempo real
sefiales bioldgicas como la glucosa, el lactato o el potencial cardiaco sin necesidad
de extraccién de sangre.

Otro avance notable son los implantes neuronales de grafeno: electrodos
ultradelgados que, gracias a la biocompatibilidad y la flexibilidad mecénica del
material, causan un dafio tisular minimo al implantarse en el cerebro y permiten
registrar la actividad eléctrica con resolucion espacial y temporal superior a la de
los electrodos convencionales. Estas aplicaciones representan uno de los campos
de mayor crecimiento en la interfaz entre la nanotecnologia y la medicina.
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6.3 Almacenamiento de energia

El grafeno y sus derivados han mostrado un potencial significativo para mejorar
el rendimiento de las baterfas de litio-ion y los supercapacitores. En las baterfas,
la incorporacién de grafeno en los electrodos mejora la conductividad eléctrica,
la capacidad de almacenamiento de carga y la velocidad de carga/descarga. En los
supercapacitores —dispositivos que almacenan energia en la interfaz electrodo-
electrolito y pueden cargarse y descargarse mucho mds rapido que las baterias
convencionales—, el grafeno proporciona un area superficial especifica extraordi-
nariamente alta (hasta 2630 m?/g en la lamina ideal), lo que maximiza la capacidad
de almacenamiento electrostatico.

6.4 Electronica flexible y transparente

La combinacién de flexibilidad mecdnica, conductividad eléctrica y transparencia
Optica posiciona al grafeno como el material del futuro para la fabricacién de
electrodos transparentes en pantallas tactiles, células solares y diodos emisores de
luz organicos (OLED). Investigadores de la Universidad de Sungkyunkwan han
demostrado ya la fabricacion de pantallas tactiles basadas en grafeno CVD de gran
area que son comparables al ITO en términos de rendimiento dptico y eléctrico,
pero significativamente mds flexibles y potencialmente mas baratas (Bae et al.,
2010). Este es el segmento en el que la comercializacion de grafeno es la mas avanzada.

6.5 Filtracion y purificacion de agua

Las membranas de 6xido de grafeno presentan permeabilidades al agua y tasas
de rechazo de iones ajustables mediante el control del espaciado entre capas y la
funcionalizacién quimica de su superficie. E1 OG en laminas tiene la propiedad de
permitir el paso de moléculas de agua a una velocidad varios drdenes de magnitud
mayor que la esperada para su tamafo, mientras rechaza efectivamente iones y
moléculas mas grandes. Esta propiedad ha estimulado la investigacién de mem-
branas de grafeno para la desalinizacion del agua del mar y la purificacién de agua
industrial, con potencial impacto en las crisis de agua dulce que afectan a multiples
regiones del planeta.

6.6 Espintronica y computacion cudntica

Los electrones poseen una propiedad intrinseca denominada espin, analoga a la
de una pequenia brajula que puede apuntar hacia arriba o hacia abajo. La espin-
trénica es la disciplina que busca utilizar el espin, ademas de la carga eléctrica,
como portador de informacion. El grafeno exhibe un tiempo de coherencia del
espin excepcionalmente largo —es decir, el espin mantiene su orientacién durante
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periodos relativamente prolongados antes de ser perturbado— lo que lo convierte
en un candidato para componentes espintrénicos y, a mas largo plazo, para elementos
de informacién cudntica. Estos son, en la actualidad, temas de investigacién
académica, pero con potencial transformador en la electrénica del futuro.

7. EL CICLO DE SOBREEXPECTACION Y LA REALIDAD DEL GRAFENO

El descubrimiento del grafeno desencadend una ola de entusiasmo en medios de
comunicacién y en parte de la comunidad cientifica que, en algunos casos, fue
desproporcionada respecto a las posibilidades reales del material en los plazos
sugeridos. Se habl6 de revoluciones inmediatas en electrénica, medicina, energia
y materiales de construccion, lo que generd expectativas que el grafeno no pudo
cumplir en los plazos que se habian anticipado. Este fendmeno corresponde a lo
que Gartner, Inc. describe como el "ciclo de sobreexpectacion tecnolégica” (hype
cycle) (Figura 5): una secuencia caracteristica que atraviesan muchas tecnologias
emergentes, con una fase inicial de entusiasmo desorbitado, seguida de una caida
en el desencanto y una eventual meseta de productividad en la que el valor real de
la tecnologia se manifiesta de forma sostenida (Gartner, 2023).

CICLO DE SOBREEXPECTACION TECNOLOGICA (HYPE E‘I"BLE} APLICAD'D AL GRAFEND
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Figura 5. Curva del ciclo de sobreexpectacion de Gartner (Hype Cycle) aplicada al grafeno. El eje horizontal
representa el tiempo y el eje vertical la visibilidad o expectativas. Se marcan las cinco fases: (1) Lanzamiento
tecnoldgico (2004, aislamiento del grafeno); (2) Pico de expectativas infladas (2010-2014, tras el Premio
Nobel); (3) Abismo de desilusion (2015-2018); (4) Rampa de iluminacién (2018-2022); (5) Meseta de produc-
tividad (2022-presente). Fuente: Elaboracion propia con base en Gartner (2023) y Novoselov et al. (2012)

El grafeno alcanzé su pico de sobreexpectacion aproximadamente entre 2010 y
2014, coincidiendo con el otorgamiento del Premio Nobel y una avalancha de
publicaciones cientificas y anuncios de empresas que afirmaban tener aplicaciones
comerciales inminentes. La desilusién llegé cuando quedé claro que los desafios
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técnicos para integrar el grafeno en dispositivos reales —la apertura de un gap
de energia, la produccién masiva de material de alta calidad, la compatibilidad
con los procesos de fabricacion existentes y la transferencia confiable de laminas
CVD— eran mas dificiles de resolver de lo previsto.

En la actualidad, el grafeno se encuentra en lo que Gartner denomina la
"rampa de iluminacién" o incluso en los primeros estadios de la "meseta de pro-
ductividad": los avances son mds modestos pero sdlidos y crecientes. Productos
comerciales que incorporan grafeno ya existen en el mercado —recubrimientos an-
ticorrosion para estructuras marinas, aditivos en pinturas industriales, baterias con
mejores tasas de carga, electrodos en equipos de tenis y ciclismo de alta gama—,
y las aplicaciones en electrdnica flexible y sensores biomédicos avanzan hacia la
comercializacién. El grafeno no "sustituy¢ al silicio” ni "cambié el mundo" en una
década, pero si ha comenzado a transformar silenciosamente nichos especificos y
a habilitar tecnologias que sin él serfan imposibles.

Esta evolucion es coherente con la historia de otros materiales revolucionarios:
el silicio mismo tardé décadas desde su descubrimiento cientifico hasta su ma-
sificacion en la electrénica de consumo, y los plasticos sintéticos, descubiertos a
principios del siglo XX, no dominaron la industria de empaques hasta los afios 1950
y 1960. La ciencia de materiales opera en escalas de tiempo largas, y el verdadero
impacto del grafeno adn estd, en buena medida, por escribirse.

8. PERSPECTIVAS Y DESAFIOS FUTUROS

El futuro del grafeno como material tecnolégicamente relevante pasa por resolver
una serie de desafios que actualmente limitan su adopcién masiva. En el plano
de la produccion, el reto central es obtener material de alta calidad electrénica en
grandes cantidades y a costos competitivos. El CVD ha demostrado ser el método
mas prometedor para esto, pero los procesos de transferencia del metal sustrato al
soporte final siguen siendo un cuello de botella. Métodos alternativos de trans-
terencia libre de grabado quimico —como el despegado mecanico directo o el uso
de polimeros sacrificiales— estdn siendo activamente investigados.

En el plano de la ingenieria de dispositivos, el problema del gap de energia
sigue siendo central para la electrénica légica. La ingenieria de estrés mecanico —la
deformacién controlada de la ldmina de grafeno para modificar su estructura de
bandas— es una de las estrategias mas activas en esta direccion, y constituye una
de las areas de investigacion en las que algunos de los autores del presente articulo
trabaja activamente. Otras estrategias incluyen el desarrollo de heteroestructuras:
laminas de grafeno apiladas con otros materiales bidimensionales como el nitruro de
boro hexagonal (hBN), el disulfuro de molibdeno (MoS)) o el fosforeno, formando
estructuras tipo van der Waals que combinan propiedades complementarias.

Las heteroestructuras de van der Waals representan, quizds, la frontera mas
emocionante de la investigacién actual en materiales bidimensionales. En 2018, la
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observacion de superconductividad en grafeno bicapa girado a un angulo "magico"
de aproximadamente 1.1° —el denominado grafeno de dngulo magico o magic-angle
graphene— abrié un campo completamente nuevo: la twistrénica, que estudia
como la rotacion relativa entre capas de materiales 2D genera propiedades emer-
gentes sin precedente (Cao et al., 2018). Este hallazgo, completamente inesperado,
es un recordatorio de que el grafeno y los materiales bidimensionales en general
siguen siendo una fuente de sorpresas fundamentales.

A largo plazo, las dreas en las que el grafeno tiene mayores posibilidades de
impacto transformador incluyen la filtracién y desalinizacién de agua —donde las
membranas de grafeno podrian reducir drasticamente el consumo energético de los
procesos de purificacion—, la medicina de precision —con implantes neuronales,
biosensores integrados y sistemas de administracion controlada de firmacos—, la
energia sostenible —con electrodos de mayor capacidad y durabilidad para baterfas
de préxima generacién— y la espintrénica cuantica —donde el grafeno podria ser
un componente clave en los procesadores cudnticos del futuro.

CONCLUSIONES

El grafeno no es simplemente un material con propiedades extraordinarias: es un
sistema fisico que obliga a reconsiderar algunas de las categorias mas establecidas de
la fisica del estado sélido y demuestra, de manera contundente, cémo la reduccién
dimensional puede generar fendmenos emergentes completamente inesperados.
En una sola capa atémica convergen la teoria cudntica de campos efectiva, la fisica
del estado sélido clésica, la estabilidad termodindmica no trivial y un potencial
tecnoldgico de amplisimo alcance.

El camino del grafeno desde el laboratorio al mercado ha sido mas largo y
sinuoso de lo que el entusiasmo inicial suponia, pero no por ello menos prometedor.
Las aplicaciones que hoy existen —aunque modestas frente a las expectativas de
hace una década— son reales, crecientes y en algunos casos genuinamente trans-
formadoras. La investigacién fundamental sobre grafeno y sobre los materiales
bidimensionales que su descubrimiento inspiré sigue arrojando hallazgos de
primer orden, como lo ilustra el caso del grafeno de dngulo mégico y la super-
conductividad no convencional.

El grafeno es, en definitiva, mucho mas que el "material del futuro" que procla-
maron los medios de comunicacién en los afios posteriores a 2004. Es, sobre todo,
una ventana hacia una nueva forma de entender y disefiar la materia: por capas,
por angulos, por defectos controlados, por heteroestructuras ingeniadas dtomo a
atomo. En ese sentido, su impacto mas duradero puede no medirse en toneladas
producidas o en dispositivos vendidos, sino en la transformacién que ha operado
en nuestra manera de concebir los materiales del siglo XXI.
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RESUMEN

El articulo presenta un analisis comparativo sobre cémo la simulacién interactiva
ayuda a entender el modelo logistico de crecimiento poblacional. Al ensefiar
unicamente con férmulas estaticas, los estudiantes tienen dificultades para
comprender conceptos abstractos como la tasa intrinseca de crecimiento y la
capacidad de carga. Para resolver esto, la investigacion evaltia dos softwares
Wolfram Mathematica y Python. Metodoldgicamente, se implementaron
simulaciones interactivas bajo un esquema didactico de "prediccién-observacion-
explicacién”, y los resultados se evaluaron en tres dimensiones clave: la curva de
aprendizaje requerida, la flexibilidad para personalizar el entorno y la capacidad
de la herramienta para fomentar un aprendizaje activo. Por un lado, Wolfram
permite construir interfaces graficas rapidamente, pero opera bajo un paradigma
pedagdgico de "caja negra’ que oculta los procesos computacionales al estudiante
y depende de costosas licencias comerciales. Por otro lado, Python, usando
herramientas de cédigo abierto como Jupyter Notebook, presenta una curva de
aprendizaje inicial mds exigente. No obstante, fomenta un aprendizaje activo al
obligar a los alumnos a desglosar el modelo, programar las librerias matematicas y
comprender la 16gica detras de la simulacion. Los resultados muestran que Python
y Wolfram Mathematica ofrecen una flexibilidad, permitiendo integrar narrativas
tedricas, cddigo ejecutable y paneles interactivos complejos (como simulaciones
multiespecie para observar el colapso poblacional) en un solo lugar. El estudio
concluye que la visualizacidon dinamica es mucho mas efectiva que los métodos
pedagdgicos estaticos. Se recomienda la transicion hacia Python, ya que no solo
facilita la enseflanza de sistemas dindmicos de manera practicamente gratuita,
sino que también impulsa la alfabetizaciéon digital y democratiza el conocimiento
cientifico, eliminando barreras econémicas en la educacién STEM por sus siglas
en inglés (ciencia, tecnologia, ingenierfa y matematicas).

Palabras Clave:

Modelizacién matemdtica; crecimiento logistico; software; aprendizaje; diddctica.
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— Abstract—

The article presents a comparative analysis of how interactive simulation helps
in understanding the logistic model of population growth. When teaching solely
with static formulas, students face difficulties in grasping abstract concepts such as
intrinsic growth rate and carrying capacity. To address this, the research evaluates
two software packages: Wolfram Mathematica and Python. Methodologically,
interactive simulations were implemented under a "predict-observe-explain”
instructional framework, and the results were assessed across three key dimensions:
the required learning curve, the flexibility to customize the environment, and
the tool’s ability to foster active learning. On one hand, Wolfram allows users to
build graphical interfaces quickly, but it operates under a "black box" pedagogical
paradigm that hides computational processes from students and relies on expensive
commercial licenses. On the other hand, Python, using open-source tools like
Jupyter Notebook, presents a steeper initial learning curve. Nonetheless, it
promotes active learning by requiring students to break down the model, program
mathematical libraries, and understand the logic behind the simulation. The results
show that both Python and Wolfram Mathematica offer flexibility, allowing the
integration of theoretical narratives, executable code, and complex interactive
panels (such as multispecies simulations to observe population collapse) in a single
environment. The study concludes that dynamic visualization is far more effective
than static pedagogical methods. The transition to Python is recommended,
as it not only facilitates the teaching of dynamic systems in a virtually cost-free
manner, but also enhances digital literacy and democratizes scientific knowledge
by removing economic barriers in STEM (an acronym for science, technology,
engineering, and mathematics) education.

Keywords:

Mathematical modeling; Logistic growth; Software; Learning; Didactics.
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a evolucion del pensamiento en la dindmica de poblaciones ha transitado

desde la simplicidad del crecimiento ilimitado hasta el reconocimiento de

las restricciones ambientales. Thomas Malthus (1798) estableci6 el primer
principio de la dindmica de poblaciones, postulado que, en ausencia de restricciones,
las poblaciones crecen de forma exponencial. Sin embargo, el modelo es poco
realista, ya que siempre existen restricciones que limitan el crecimiento, por ejemplo,
disponibilidad de espacio, alimento, etc. La ecuacién logistica ofrece una inter-
pretacion mas precisa del crecimiento poblacional y constituye una herramienta
necesaria en la ecologia de poblaciones y la dinamica de poblaciones. A diferencia
del crecimiento exponencial maltusiano, que asume recursos ilimitados, el modelo
logistico introduce restricciones bioldgicas realistas mediante la capacidad de carga
(K), describiendo cdmo las poblaciones se estabilizan al agotar los recursos de su
entorno (Ulloa Ibarra & Rodriguez Carrillo, 2010). Este modelo no solo es crucial
para entender dinamicas bioldgicas, sino sirve como una instruccién esencial a las
ecuaciones diferenciales no lineales y al comportamiento de sistemas dindmicos
complejos (Ulloa Ibarra & Rodriguez Carrillo, 2010).

A pesar de su importancia, los estudiantes a menudo enfrentan dificultades
significativas para comprender conceptos abstractos como la tasa intrinseca de
crecimiento (), o la capacidad de carga (K), cuando se presentan inicamente a
través de expresiones matematicas. La falta de visualizacién inmediata, llevando
de la conceptualizacién compleja a una representacion casi fisica del fenémeno,
es lo que impide que el alumno conecte el pardimetro matematico con el fenémeno
bioldgico, como la desaceleracion del crecimiento o el colapso poblacional (Ulloa
Ibarra & Rodriguez Carrillo, 2010). Ademds, el uso de lenguajes de programacion
complejos sin una guia visual adecuada puede generar confusion en niveles edu-
cativos medios y superiores (Contreras Garcia & Hidalgo Castillo, 2024).

Historicamente, herramientas como Wolfram Mathematica han dominado la
ensefianza debido a su potencia para realizar calculo simbdlico, una herramienta
excepcionalmente buena que requiere del pago de una licencia para poder usarla.
Sin embargo, existe una necesidad imperiosa de transitar hacia herramientas gra-
tuitas de cédigo abierto como Python lo que permite acceso a un mayor nimero de
estudiantes. Esta transicién no solo responde a una cuestiéon econémica, sino a la
democratizacién del conocimiento y la alfabetizacion de datos (Contreras Garcia &
Hidalgo Castillo, 2024). Python, es un lenguaje de programacion de cédigo abierto
con miles de bibliotecas de funciones que permiten realizar tareas complejas en
forma transparente para el usuario. El lenguaje puede usarse de forma amigable
a través de entornos como Jupyter Notebook, permite una integracion fluida de
narrativa, cédigo y visualizacién interactiva, fomentando un aprendizaje activo
y reproducible que el software comercial restringe mediante licencias (Contreras
Garcia & Hidalgo Castillo, 2024).

La ecuacion logistica con limites o capacidad de carga (K), sirve como herramienta
fundamental para poder predecir el crecimiento poblacional en ecosistemas con
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recursos limitados modelando la relacién entre el tamafio poblacional y disponibi-
lidad de los recursos. La ecuacién incorpora el concepto de capacidad de carga,
que define el tamafio maximo de poblacién que un ecosistema puede soportar
de manera sostenible en base a los recursos disponibles como alimentos, agua,
refugio (Hartvigsen, 2013). A medida que las poblaciones crecen, se acercan a esta
capacidad de carga, lo que lleva a una desaceleracién en las tasas de crecimiento
debido a la limitacién de recursos. Las dinamicas poblacionales, que abarcan los
cambios en el tamafio de la poblacién a lo largo del tiempo, son captadas efectiva-
mente por el modelo logistico. Este modelo da cuenta de factores como las tasas de
natalidad, las tasas de mortalidad y la migracion, lo que permite a los investigadores
predecir como fluctuaran las poblaciones en torno a un equilibrio estable (Gillman,
2005). En la ecuacién logistica también se integran de manera implicita dentro
de los parametros de la formula, factores ambientales, incluyendo el clima y la
depredacion, que pueden influir ain mas en el crecimiento y la estabilidad de la
poblacién. Al aplicar este modelo, los cientificos pueden evaluar los impactos de
diferentes estrategias de manejo sobre la sustentabilidad de la poblacién, informando
con ello préacticas de manejo de ecosistemas dirigidas a conservar especies y
mantener la salud de los ecosistemas (Breckler, 2006).

FUNDAMENTACION TEORICA

Malthus (1798) establecié el modelo de crecimiento de poblaciones de forma ex-
ponencial, siendo esta ecuacion diferencial:

dN
E = T‘.i"lr,
donde N es el tamafo de la poblacidn, ¢ es el tiempo y r es la constante de pro-
porcionalidad. Lotka (1925) lo definié como la tasa intrinseca de aumento. Sin
embargo, la realidad biolégica impone limites. Fisher (1930) denominé a este para-
metro r como el "pardmetro maltusiano”, mientras que Alfred ]. Verhulst (1845)
introdujo la capacidad de soporte o capacidad de carga (K), integrando un término
de frenado ambiental que reconoce la competencia por recursos limitados como
espacio y alimento.

La ley de Verhulst (1845), o ecuacion logistica se expresa como la ecuaciéon
diferencial:

danN N
E - ?"N{I _E}:

donde K es la capacidad de carga del ambiente y el resto de los términos ya fueron
definidos anteriormente. Biolégicamente, el término {1 ~ %/ actia como un "freno"
ambiental: a medida que la poblacidn se acerca a K, este término tiende a cero,

deteniendo el crecimiento. Matematicamente, esto genera una curva sigmoidea (en
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e N
forma de S) donde la velocidad maxima de crecimiento {F} ocurre exactamente
K

cuando la poblacidn alcanza 7 .

*  Si Nes muy pequeiio (pocos individuos), el término es casi 1, y la po-
blacién crece rapido (como si fuera exponencial).

. Si N se acerca a K (casa llena), el término se acerca a o, y el crecimiento
se detiene.

En este contexto, la tasa de crecimiento per cépita instantdnea se define como
X[
~o siendo:

e x™: Es simplemente otra notacién matemadtica para la derivada i_i'
Representa la velocidad total a la que cambia o crece la poblacién en un
momento especifico .

e x(t): Es el tamano total de la poblacién en ese mismo momento ¢.

Mientras que en modelo de Malthus esta tasa es constante, en el modelo de Verhulst
depende de la densidad de poblacion, decreciendo linealmente a medida que N se
aproxima a K.

VISUALIZACION DINAMICA COMO ESTRATEGIA PEDAGOGICA

La visualizacion de datos es una habilidad esencial en la educacion para la compren-
sioén profunda de variables (Contreras Garcia & Hidalgo Castillo, 2024).

En el &mbito de la investigacién, aplicar un modelo determinista sirve como
una estrategia fundamental de reduccionismo metodolégico. Este enfoque facilita
la identificacién y analisis de los factores clave de un sistema, lo que ayuda a com-
prenderlo antes de enfrentarse a la complejidad de sus propiedades emergentes.
La capacidad de manipular celdas de cédigo y observar cambios inmediatos en las
graficas fomenta el pensamiento critico y permite identificar patrones y anomalias
que pasarian desapercibidos en un analisis estatico.

El objetivo de este articulo es analizar cémo la visualizacién dinamica de
modelos mediante Python y Wolfram Mathematica facilita una comprensién mads
profunda de la estabilidad del sistema y del comportamiento de las soluciones du-
rante su transicion al estado estacionario. Estas herramientas permiten representar
de forma rigurosa los fenémenos observados en un entorno controlado.

METODOLOGIA

Para este estudio comparativo y pedagdgico, se desarrollaron simulaciones interac-
tivas del modelo logistico utilizando dos entornos distintos y/o implementaciones
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distintas: Wolfram Mathematica y Python. El enfoque técnico se sustenta en las
fases de modelizacion propuestas por Cervantes Gomez (2015):

{1} Estudiode la (3) Solucidny
situacion real validacion
L ] . L
{2) Elabaracidn
dal madala

Figura 1. Enfoque técnico general en la modelizacion

En la fase de elaboracion del modelo, destaca el paso de traduccion del fendmeno
bioldgico, ecoldgico, quimico o segun sea el caso, donde el investigador traduce el
lenguaje del especialista biélogo o ecdélogo a variables matematicas identificables.
En este contexto, para este estudio comparativo y pedagégico, se desarrollaron
simulaciones interactivas del modelo logistico utilizando dos entornos distintos.

ENTORNO WOLFRAM MATHEMATICA, VERSION 13

En este entorno se aprovecha la capacidad de cdlculo simbélico y la facilidad de
crear interfaces gréaficas rapidas. Mathematica como también se le conoce, destaca
por su sintaxis simbdlica natural. Se utilizé la funcién Dsolve o NDSolve para
obtener la solucién numérica de la ecuacién diferencial. La interactividad se logré
mediante el comando Manipulate, que permite parametrizar mediante controles
deslizantes expresiones matematicas que dependen de parametros, como en el
caso que nos ocupa 7, Ky N . Este enfoque permite al estudiante interactuar con el
modelo como una “caja negra’, donde el foco estd en el resultado visual mas que
en el algoritmo subyacente que permite resolver la ecuacién diferencial. En este
entorno la declaracién de las variables se realiza de forma directa y cohesiva:

(* Declaracidn de parametros en Mathematica *)
= 0.5; K= 100; n0 = 10;
logisticaNit J:= K /{1 + ((K - nD)/n0)*Expl-r*t]);

Figura 2. Ejemplo de declaracion de variables en Wolfram Mathematica

ENTORNO PYTHON, VERSION 3.7

En el ecosistema de c6digo abierto, Python se implementd un script en un entorno
Jupyter Notebook/Google Colab, estructurado en bloques funcionales.
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1.  Calculo Numérico: Se utilizé la libreria NumPy para vectorizar la for-
mula integrada del modelo logistico "™ = TR y generar arreglos
con informacién de tiempo en un solo paso.

2.  Visualizacién: Se empled la biblioteca de funciones Matplotlib para graficar
tanto la curva de crecimiento poblacional (N vs t) como la parabola de
velocidad de crecimiento :_f vs N).

3. Interactividad: Se utiliz6 la biblioteca de funciones ipywidgets (especifi-
camente interact, FloatSlider, IntSlider) para crear controles deslizantes
que permiten al usuario modificar la tasa de crecimiento y la capacidad
de carga en tiempo real, actualizando los graficos instantineamente sin

necesidad de re-ejecutar el c6digo manualmente.
En este entorno la declaracion de las variables se realiza de la siguiente forma:

# Declar: an de parametros en Python

import numpy as np
ro= 0.

K = 100

nd = 10
# Definicion de la funcidn logistica integrada
def logistica N{t, r, K, n0):
return K / (1 + ((K - n0) / n0) * np.exp{-r * t))

Figura 3. Ejemplo de declaracion de variables en Python

ENFOQUE PEDAGOGICO

La aplicacidn en el aula se diseii6 bajo el esquema de "prediccién-observacion-
explicacién”. El alumno utiliza los controles deslizantes para responder preguntas
guifa: ;Qué sucede con la forma de la curva S si aumentamos r? o ;Cémo afecta la
poblacidn inicial N al tiempo necesario para alcanzar el equilibrio? El script en
Python incluye paneles dindmicos que alertan visualmente cuando la poblacién
colapsa o cuando los recursos se agotan, conectando el cddigo con conceptos
ecoldgicos reales como el colapso de la poblacién "overshoot".

A continuacion, en el Cuadro 1 se muestra una comparativa de las herramientas
utilizadas (Wolfram Mathematica y Python), asi como sus caracteristicas.
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Cuadro 1

Comparativa de las caracteristicas de las herramientas de Wolfram Mathematica

y Python

Caracteristica

Estructura de Cédigo

Wolfram Mathematica, V.13

Alta cohesién (todo en uno).

PythonV.3.7 (Jupyter + ipywidgets)

Modular (requiere bibliotecas de
funciones de terceros).

Facilidad de Implementacién

Inmediata (Sintaxis nativa).

Media (Requiere
manejo de decoradores).

Sintaxis Interactiva

Manipulate[ ]

@interact / widgets.interactive

Precision Matematica

Simbélica y Numérica de alta
precision y complejidad.

Numérica robusta (NumPy/SciPy).

Licencias

Propietario / Académico.

Codigo Abierto (Gratuito).

COMPARATIVA Y EVALUACION DE ENTORNOS PEDAGOGICOS
(WOLFRAM MATHEMATICA VS. PYTHON)

Para efectuar la comparacion pedagdgica entre los entornos Wolfram Mathematica
y Python, se implementé el modelo de crecimiento logistico en ambas plataformas,
observando de manera practica tanto el proceso de construccién como la interac-
cién obtenida. La evaluacién se organizé en torno a tres dimensiones principales:

« La curva de aprendizaje requerida para programar el modelo.
« Laflexibilidad del software para personalizar el entorno.
« La capacidad de fomentar un aprendizaje activo.

El objetivo de esta evaluacion fue determinar qué herramienta facilita de manera
mas efectiva la “alfabetizacién” de problemas matematicos, estadisticos, etc., donde
se vuelve complejo llevar lo intangible a la realidad. Es decir, qué entorno permite
al estudiante transitar de ser un receptor pasivo de férmulas a un investigador que
puede experimentar, modificar y comprender criticamente el comportamiento de
los sistemas dindmicos.

Autores como Contreras e Hidalgo (2024), validan que el uso de cuadernos
interactivos (como Jupyter para Python) permite a los estudiantes manipular celdas
de cddigo en tiempo real y observar los efectos de manera inmediata, lo cual
materializa conceptos abstractos y promueve una comprensién integral profunda.
La evaluacién y percepcion practica demostré que Wolfram ofrece interfaces in-
teractivas sumamente rapidas mediante comandos de alto nivel como Manipulate,
opera pedagdgicamente como una forma mds agil y precisa, sin tanto cédigo. En
contraste, Python exige al estudiante integrar librerias como NumPy, Matplotlib
e ipywidgets, lo que, si bien requiere un uso mas guiado inicialmente para evitar
confusiones sintdcticas, abre el algoritmo matematico, permitiendo una interac-
tividad mas profunda. Esta metodologia, similar a la empleada con simuladores
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de sistemas complejos, respalda el uso pedagdgico de lenguajes de cddigo abierto
al convertir la computadora en un laboratorio donde el estudiante controla todas
las variables bioldgicas y matematicas. Posteriormente, se presentan los resultados
obtenidos de la modelacién de la ecuacién en sus diferentes softwares.

RESULTADOS

La visualizacién dindmica permite a los estudiantes descomponer el modelo en
capas analiticas, observando la sensibilidad de los parametros en tiempo real. Se
presenta en el repositorio GitHub para su consulta:

«  Script en Wolfram Mathematica y Python estd alojado en el siguiente
repositorio: https://github.com/MariaDelSolMM13/De-Wolfram-
Mathematica-a-Python-Visualizacion-dinamica-del-crecimiento-
poblacional.git

A continuacidn, se presentan los resultados obtenidos de cada visualizacion.
1. Curva sigmoidea, variacion de tasa de crecimiento

Los hallazgos visuales de r (tasa de crecimiento), muestran que al desplazar el
control deslizante para r se observa que valores bajos (0.2) producen una curva
sigmoide suave, mientras que valores altos (1.0) fuerzan una transicion agresiva
hacia K. En otras palabras, en valores altos de r se muestra cémo la poblacion crece
exponencialmente al principio y se estabiliza al llegar a la asintota de K. A con-
tinuacion, en las Figuras 4 y 5, se presenta la visualizacién de la evaluacién de los
valores de la tasa de crecimiento ( r €{0.2, 0.5, 1.0}) de cada uno de los programas
utilizados (Wolfram Mathematica y Python).

Efecto de la tasa de crecimiento, r

z

5

[*]

ﬁ — 1 =0.2 (Lento)
[=]

r:‘; r=0.5 (Medic)
=

2 — r=1.0 (Répido)
@

E

i}

=

Tiempo (1)

Figura 4. Evaluacion de la tasa de crecimiento, con Wolfram Mathematica
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Efecto de la tasa de crecimiento (r)

- %

=

=

=
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(=]

560

=]

o

o

[+]
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;E 40

2 — = 0.2 (Lento)
20 r=0.5 (Medio)

= [ = 1.0 (Rapido)

=== Capacidad de Carga K=100

0 5 10 15 20 25
Tiempo (t)

Figura 5. Evaluacion de la tasa de crecimiento, con Python

La generacién de la curva Sigmoidea en los ambientes como Wolfram Mathematica
resulta eficiente y directo gracias al comando Manipulate, este devuelve la funcién
Plot y genera automaticamente los controles deslizantes sin que el usuario deba
de programar ldgica interna de actualizacion de la interfaz. Por su parte Python
requiere una estructura de cédigo mas explicita y fragmentada: exigiendo separar
la definicién matemadtica de la funcidén logistica, generar vectores numéricos con
librerfas como NumPy (np.linspace), y configurar los sliders y sus vinculaciones
usando ipywidgets. Aunque Wolfram Mathematica parece ofrecer una inmediatez
superior para construir el prototipo visual, Python procesa calculo de manera
extremadamente eficiente gracias a los arreglos vectorizados actualizando gréficas
fluidas en tiempo real al variar r dentro de cuadernos interactivos.

2. Pardbola de velocidad, punto de mdximo crecimiento g ;

K
7* muestran la velocidad

de crecimiento de a la cudl describe una pardbola cuando se grafica frente a N.
N =

Los hallazgos visuales del punto méximo de crecimiento

% Esteesel punto de inflexion en la
sigmoide, donde la poblacidn pasa de una fase de aceleracién (predominio del

El punto maximo ocurre exactamente en

crecimiento exponencial) a una de desaceleracién (predominio del freno ambiental).
A continuacion, en las Figuras 6 y 7, se presenta de manera visual el punto maximo
de crecimiento . En ambas figuras se observa que cuando la poblacién (N) es
reducida, la velocidad de crecimiento % se acelera rapidamente gracias a la abun-
dancia de espacio y alimento, alcanzando su punto de mayor rapidez exactamente
a la mitad de la capacidad del ecosistema :, correspondiente a 50 individuos).
Pasando ese pico, la competencia y la escasez natural provocan que el crecimiento
se frene de forma progresiva hasta detenerse por completo al llegar a la capacidad
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de carga maxima (N=K) equivalente a 100 individuos, donde si por alguna razén
la poblacidén supera los 100 individuos, la curva cae a niimeros negativos. Esto
indica que habria mas muertes que nacimientos debido a la falta de recursos y la
poblacion decaeria hasta volver al equilibrio en 100.

La velocidad cae a cero cuando alcanzamos K

20f
15}
10}

Velocidad de Crecimiento {di/di)
[%]

T R
Poblacion Actual (M)

Figura 6. Punto maximo de crecimiento, con Wolfram Mathematica

La velocidad cae a cero cuando alcanzamos K

Wielocidad oe Ciecimentd (dhuia)

5 ] L
Polbalacidn Actuad (M)

Figura 7. Punto maximo de crecimiento, con Python

Para realizar la grafica de la tasa de cambio @ vsN y el momento critico donde
la poblacién alcanza la mitad de su capacidad de carga z, ambos entornos permiten
incrustar en las visualizaciones elementos dinamicos, pero difieren en el control
sobre capas. Wolfram Mathematica maneja la interactividad del punto mediante el
comando Epilog, lo que resulta muy funcional y requiere pocas lineas de cédigo
para sefalar la posicion de la curva. Sin embargo, Python demuestra eficiencia en
la personalizacion visual de Matplotlib. Esta libreria permite al estudiante pro-
gramar capas secuenciales detalladas, como rellenar el drea bajo la parabola usando
fill_between, o definir colores, marcadores y alertas condicionales segtn el estado
de la poblacién con un nivel de granularidad alta. Esto hace que en Python la
grafica deje de ser un simple dibujo y se convierta en un lienzo adaptable para
fines pedagégicos.
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3. INTEGRACION DINAMICA DE PANEL INTERACTIVO, EVALUACION
DE CRECIMIENTO POBLACION Y VELOCIDAD

Este panel interactivo permite analizar de forma dindmica los pardmetros bioldgicos
como la tasa de crecimiento r, la capacidad maxima de crecimiento Ky la
poblacidn inicial. Asi, es posible observar cdmo estos parametros cambian a lo
largo del tiempo y evaluar su comportamiento al modificar alguno de ellos, véanse
las Figuras 8 y 9.

Parametros Biologicos
Tarsa i1y ™ 0s
Cracirdantt Poblacional — o ..'u'nln.:,:jnd da cambio
Capacidad (K} ™ 100 - 300 ; B
& F
g 150 T
Polpoan Inoal . 1 M oo k-~ B 3o
2 ¥
£ b0 3
Foos | T
. e =3 a 7] - b
Simulacién 20 an 55 2= 0 -
0 10 20 .30 ab 50 a S0 100 150 o0
Eje de Tiempo ] 30 Thamexa (1) Prattision ()
Rceir Timpo i 10

Figura 8. Evaluacion de los pardmetros bioldgicos, con Wolfram Mathematica

Parametros Biologicos

Tasa(r) 1.00
Capacidad (K} > 150
Pobilacion Inicial 10
Simulacién
Eje da Tiampa 15
Simular Tiempa .00
Crecimiento Poblacional Velocidad de camhio
200 L] ;
Wiz
175 !
& i
i
i
1
“ i
g 3 i
= =
: =
g 3 ®
: f:
g =
=
20
10
a o - x -
o 2 4 ] 8 10 12 12 a 23 50 73 100 123 150 175 200
Tiempa () Poblacidn (4]

Figura 9. Evaluacién de los pardmetros bioldgicos, con Python

Para evaluar la capacidad de integrar multiples representaciones visuales en un
solo panel, por ejemplo, graficar simultdneamente la curva poblacional N(f) y la

F ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
-



De WoLFRAM MATHEMATICA A PYTHON: VISUALIZACION DINAMICA DEL CRECIMIENTO POBLACIONAL COMO ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE

parabola de velocidad &, se observan diferencias arquitecténicas clave. En Wolfram
Mathematica la creacién de un panel unificado es sumamente rapida, ya que se
pueden agrupar multiples graficos usando comandos como Grid o GraphicsRow
dentro del mismo bloque Manipulate. Sin embargo, a medida que se afiaden ele-
mentos, la interfaz puede volverse rigida. Por otro lado, Python demuestra una
eficiencia superior en la modularidad del disefio de interfaces (UT). Utilizando
matplotlib.pyplot.subplots (1, 2), Python permite renderizar ambos gréficos lado
a lado con un control milimétrico sobre los ejes, colores y sombreado. Ademas, la
combinacién de ipywidgets con contenedores como VBox y HBox separa eficiente-
mente la l6gica del calculo matematico de la interfaz grafica. Desde una perspectiva
pedagégica, el enfoque de Python es mads robusto, ya que permite al estudiante
observar con fluidez web' cémo el movimiento de un solo deslizador altera instan-
taneamente dos dominios matematicos distintos (el temporal y el de fases), operando
como un verdadero tablero de control analitico.

4. PANEL INTERACTIVO SOBRE EL CRECIMIENTO EXCESIVO Y EL
COLAPSO DE LA POBLACION (OVERSHOOT)

La evaluacion del crecimiento excesivo y el colapso de la poblacién (overshoot), se
presenta de manera visual a través de un panel interactivo multiespecie que evalaa
tres organismos: bacteria, ballenas y humano, cada uno con sus respectivos para-
metros. En estos tres escenarios se desea plasmar la importancia de las variables, a
lo largo del tiempo, en este caso para el script se agrego en el panel una alerta visual
donde al sobrepasar alguno de los pardmetros se mostrara, “recursos limitados”,
“sé sobre colapsd’, etc. De esta forma se puede utilizar este tltimo para reflexionar
cémo evoluciona la poblacion en diferentes escenarios donde existe una limitacion
de recursos, de medio ambiente, entre otros. Esto puede servir, para crear interés
entre los alumnos, y puedan jugar con los parametros, y por ejemplo encontrar, en
qué escenario, la poblacién llegaria a su punto de equilibrio o donde los decesos son
mayores a los nacimientos, o los recursos como el alimento y/o espacio se acabaron,
entro otros. En las Figuras 10 y 11, se presenta de manera visual, el panel multiespecie.

1 La fluidez web en aplicaciones visuales combina la fluidez en el procesamiento perceptivo y la fluidez
en la interfaz digital. Es la facilidad con la que los usuarios interpretan los disefios web y la perfecta
capacidad de respuesta de las interfaces graficas de usuario. Resource
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Figura 11. Panel multiespecie (bacterias, ballenas, humanos) en Python

Para simular escenarios complejos y no lineales como el "overshoot" (cuando una
poblacién supera su capacidad de carga y agota los recursos), Python presenta
una clara ventaja en la construcciéon de narrativas interactivas. En el entorno de
Jupyter/Colab, Python permite el uso de organizadores como TabView, lo que
facilita incrustar multiples escenarios ecoldgicos (bacterias, ballenas, humanos) en
un solo cuaderno sin saturar la pantalla. Python para manejar la l6gica condicional
integrada con la visualizacién lo hace a través de sentencias if. Los scripts de Python
y Wolfram Mathematica evaldan en tiempo real métricas criticas (como el factor
de freno ambiental) y generan alertas textuales dindmicas que cambian de color,
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por ejemplo: ;CUIDADO! Nutrientes agotdndose” en rojo si el espacio disponible
cae bajo un umbral, o "Escenario Pesimista: Estamos chocando con el limite" si
se simula un colapso poblacional humano. Si bien Wolfram Mathematica puede
procesar estas sentencias logicas internamente, la integracién de narrativa, c6digo
y alertas condicionales visuales en Python resulta pedaggicamente mucho mas
inmersiva, aunque el cédigo en Python sera mayor al tratar de indicar cada una de
las sentencias. En este sentido para el alumno ambas herramientas se transforman
en una herramienta mds alld de una simple calculadora en un instrumento donde
el alumno visualiza en tiempo real las consecuencias del agotamiento de recursos.

RESULTADOS DE LA COMPARATIVA Y EVALUACION DE ENTORNOS
PEDAGOGICOS (WOLFRAM MATHEMATICA VS. PYTHON)

De manera general ambas herramientas son potentes, y casi se puede decir que su
uso seria practicamente por la preferencia del usuario, sin embargo, al comparar
la eficiencia en el proceso de ensenanza-aprendizaje, Wolfram Mathematica pre-
senta una barrera mucho menor para lograr simulaciones funcionales. No obstante,
opera bajo un paradigma de “caja negra” que oculta los procesos de renderizado y
calculo iterativo. Por el contrario, aunque Python exige a los alumnos una mayor
alfabetizacidn inicial en programacién (importar librerfas, comprender la sintaxis
de variables, y disefiar la disposiciéon con elementos como VBox o interactive_
output) es pedagdgicamente mas eficiente a largo plazo. Desglosar el modelo en
Python obliga al estudiante a entender cémo las matematicas se traducen en 16gica
computacional, logrando una asimilacién profunda de los conceptos que trasciende
el simple uso pasivo de una interfaz

En el aspecto de la flexibilidad general, Python supera ampliamente a Wolfram
Mathematica, mientras que Mathematica es potente, se encuentra en un ecosistema
propietario cerrado; Python es un lenguaje de cédigo abierto, gratuito, altamente
versatil y popular. Al utilizar plataformas como Jupyter Notebook o Google Colab,
Python permite integrar explicaciones detalladas (incluso en formato LaTeX), cdigo
de ejecucién y visualizaciones interactivas complejas tipo "dashboard" (como
incluir multiples pestaias para comparar bacterias, ballenas y humanos en un solo
bloque). Esta arquitectura abierta y modular confirma que Python es el entorno
mas eficiente para democratizar el conocimiento analitico, ya que no depende
de costosas licencias comerciales para que instituciones y alumnos desarrollen
simulaciones de calidad cientifica.

DISCUSION

Este apartado es una seccién de confrontacién con las opiniones o hallazgos de
otros investigadores, donde nuestros resultados sobre la implementacién interactiva
del modelo logistico adquieren un contexto analitico mas amplio. Por un lado,
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nuestra observacion respecto a que la programacién en Python presenta una curva
de aprendizaje inicial mas empinada concuerda directamente con Thompson et al.
(2020), quienes advierten que el uso de la programacion en el aula de matematicas
requiere acompafamiento guiado para que los estudiantes puedan aprovechar la
exploracion de datos sin frustrarse por la sintaxis. No obstante, una vez superada
esta barrera técnica, nuestros resultados validan firmemente la postura de Contreras
y Castillo (2024), quienes sostienen que los cuadernos interactivos (Jupyter
Notebooks) son herramientas invaluables porque permiten combinar explicaciones
tedricas con cddigo ejecutable, promoviendo asi un aprendizaje verdaderamente ac-
tivo frente a la pasividad del software de "caja negra". Esta transicion metodoldgica
transforma a la computadora en un "potente laboratorio" virtual que da vida a
conceptos abstractos, una idea fuertemente respaldada por Arrieta y Riveros et
al.(2013) y Riveros et al. (2011), al concluir que las Tecnologias de la Informacién y
Comunicacion (TIC) favorecen el desarrollo del pensamiento critico al permitir al
estudiante observar en tiempo real como varian las graficas al modificar parametros
especificos. Finalmente, la efectividad de aplicar estas herramientas al crecimiento
poblacional coincide con las conclusiones de Ulloa y Rodriguez (2010), quienes
determinan que la simulacién computacional interactiva del modelo logistico es
indispensable no solo para que el alumno internalice dindmicas no lineales (como
la capacidad de carga ambiental), sino para dotarlo de bases sélidas en la toma de
decisiones ecoldgicas y cientificas.

RECOMENDACIONES

Para un investigador mas experimentado debe de tomar en consideracién que el
modelo de Verhulst es una simplificacién inicial. Y que, para una formacién avan-
zada, se debe introducir, el “Efecto Alle”, donde la tasa de crecimiento intrinseca
es maxima a densidades intermedias, modelando la dificultad de encontrar pareja
en poblaciones bajas. Asi como también la “Ley de Gompertz”, que es utilizada
en oncologia clinica para tumores donde la tasa de crecimiento decrece logarit-
micamente con la masa: 5= -KxIn(x), cada término comparte significado con los
términos de la funcién logaritmica, mencionados en el articulo.

CONCLUSIONES

La visualizacién dindmica se presenta como una estrategia pedagdgica superior a
los métodos estaticos. Permite a los estudiantes internalizar conceptos abstractos
como la "estabilidad asintdtica” observando directamente cémo las curvas convergen
a Kindependientemente de la condicidn inicial. Por lo que el uso de los scripts en
Python y Wolfram Mathematica cumplen con el objetivo de dotar de “vida” a la
ecuacion de Verhulst (1845), permitiendo al estudiante reflexionar y aprender con
mayor facilidad estos fenémenos de la vida real.
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Se destaca la importancia de la democratizacion del software, mientras
Wolfram Mathematica es una herramienta potente pero comercial y costosa,
Python es gratuito y de c6digo abierto. Introducir Python en el aula no solo ensefia
matemadticas o biologia, si no que alfabetiza digitalmente a los estudiantes en una
herramienta estdndar en la ciencia, en particular el analisis y visualizacion de datos.
Esto facilita una educacién STEM de calidad y acceso igualitario a herramientas
avanzadas, eliminando barreras econémicas.
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RESUMEN

El universo actual presenta una gran variedad de estructuras, desde galaxias y
cimulos hasta objetos extremadamente compactos como los agujeros negros. Sin
embargo, a gran escala el cosmos es notablemente uniforme. En este articulo se
explica, de manera conceptual y accesible, como pequenias fluctuaciones generadas
en el universo temprano pueden dar origen a estructuras césmicas, incluyendo
los llamados agujeros negros primordiales. Se describe el marco general de la cos-
mologia estdndar, la expansién del universo y el papel del horizonte cosmolégico
en la evolucidon de las perturbaciones de densidad. Posteriormente, se introduce
la inflacién césmica como el mecanismo responsable de amplificar fluctuaciones
cuanticas microscopicas y convertirlas en perturbaciones macroscépicas que ac-
tdan como semillas de la estructura césmica. Finalmente, se analiza el proceso
mediante el cual algunas perturbaciones particularmente intensas pueden colapsar
gravitacionalmente tras reingresar al horizonte cosmoldgico, formando agujeros
negros primordiales. Estos objetos constituyen una posible ventana hacia la fisica
del universo temprano y podrian estar relacionados con fenémenos actuales como
las ondas gravitacionales o incluso con la naturaleza de la materia oscura. El trabajo
se presenta desde la Cosmologia del Big Bang, inflacién y colapso gravitacional,
se describe el papel del horizonte cosmolégico, el reingreso de perturbaciones y
la existencia de un umbral de colapso y no se discuten simulaciones numéricas ni
formalismo matematico avanzado.

Palabras clave:

Cosmologia; inflacion; perturbaciones primordiales; universo temprano; agujeros negros.
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— Abstract—

The present-day universe exhibits a wide variety of structures, ranging from galaxies
and clusters to extremely compact objects such as black holes. At large scales,
however, the cosmos is remarkably uniform. This contrast raises a fundamental
question in cosmology: how can such extreme structures arise from a universe that
was initially nearly homogeneous?

This article explains, in a conceptual and accessible manner, how small fluc-
tuations generated in the early universe can give rise to cosmic structures, including
so-called primordial black holes. The general framework of standard cosmology is
described, along with the expansion of the universe and the role of the cosmological
horizon in the evolution of density perturbations. Cosmic inflation is then introduced
as the mechanism responsible for amplifying microscopic quantum fluctuations
and converting them into macroscopic perturbations that act as seeds for cosmic
structures. Finally, the process by which certain particularly intense perturbations
can gravitationally collapse after re-entering the cosmological horizon, forming
primordial black holes, is analyzed. These objects constitute a possible window
into the physics of the early universe and could be related to current phenomena
such as gravitational waves or even to the nature of dark matter.

Keywords:

Cosmology; inflation; primordial perturbations; early universe; black holes.
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1. INTRODUCCION: UN UNIVERSO CASI UNIFORME

na de las lecciones mads profundas de la cosmologia contemporanea es

que el universo, pese a su complejidad aparente, obedece a principios

sorprendentemente simples. A grandes escalas, el cosmos es homogéneo
e isotrépico: no hay direcciones privilegiadas ni regiones especiales. Sin embargo,
esta uniformidad convive con la presencia de estructuras altamente concentradas,
como galaxias, cimulos y agujeros negros. Comprender cémo emergen tales ex-
tremos a partir de condiciones casi uniformes constituye uno de los problemas
centrales de la cosmologia moderna.

En términos cuantitativos, la homogeneidad e isotropia se manifiestan cuando
se estudian escalas mayores o iguales a aproximadamente 100 Mpc (Hogg, 1999).
En ese régimen, la distribucién promedio de la materia y la expansién césmica son
esencialmente las mismas en todas las direcciones. Este principio, conocido como
principio cosmoldgico, constituye la base del modelo estdndar de la cosmologia
(Dodelson, 2003; Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008).

Sin embargo, a escalas menores aparecen estructuras muy diversas, desde
galaxias y cimulos hasta objetos extremadamente compactos como los agujeros
negros. Esto plantea una pregunta central: ;como pueden surgir tales extremos en
un universo que, a gran escala, es casi uniforme?

La sorpresa radica en que estos objetos implican enormes concentraciones de
materia en regiones muy pequefas del espacio. Para que se formen tales estruc-
turas, debieron existir pequefias variaciones iniciales en la densidad del universo
que, con el tiempo, crecieron bajo la accidon de la gravedad. Segin el escenario
cosmoldgico actual, estas pequefias perturbaciones se originaron en una etapa muy
temprana conocida como inflacién cédsmica, un periodo de expansion acelerada
que amplificé fluctuaciones microscépicas y las convirtié en las semillas de todas
las estructuras cosmicas posteriores (Guth, 1981; Liddle & Lyth, 2000; Linde, 1982).

Durante la inflacién, fluctuaciones cudnticas asociadas al campo inflaton
fueron estiradas a escalas cosmoldgicas y posteriormente se convirtieron en per-
turbaciones cldsicas que dejaron su huella en la radiacién cédsmica de fondo y en la
distribucién de materia a gran escala (Dodelson, 2003; Mukhanov, 2005).

En este contexto, surge una pregunta fundamental: ;como pueden pequefias
desviaciones iniciales en la densidad del universo —originadas durante la in-
flacion— amplificarse lo suficiente como para dar lugar a objetos tan extremos
como los agujeros negros?

En particular, exploraremos la posibilidad de que algunas de estas fluctuaciones
primordiales hayan sido lo suficientemente densas como para colapsar gravita-
cionalmente poco después de reingresar al horizonte cosmoldgico, formando asi
agujeros negros primordiales, cuya posible existencia conecta la fisica del universo
temprano con observables cosmoldgicos actuales.
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2. COSMOLOGIA ESTANDAR Y PERTURBACIONES
2.1. La expansion del universo

El modelo cosmoldgico estandar describe al universo, a gran escala, como homo-
géneo e isotrépico (Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008). Dentro de este marco, el
cosmos no es estatico: se encuentra en expansion desde sus etapas mds tempranas.

La primera evidencia observacional de esta expansion fue establecida a finales
de la década de 1920, cuando Edwin Hubble mostré que la luz proveniente de galaxias
distantes presenta un corrimiento al rojo proporcional a su distancia (Hubble,
1929). Esta relacion, conocida como ley de Hubble, indica que cuanto mas lejana
se encuentra una galaxia, mayor es su velocidad de recesion.

Ademas del corrimiento al rojo, existen otras dos evidencias fundamentales
que respaldan la cosmologia del Big Bang. Una de ellas es la radiacién cdsmica de
fondo de microondas, una radiacion térmica casi uniforme con temperatura cer-
cana a 2.7 K que constituye un remanente del universo temprano (Dodelson, 2003;
Penzias & Wilson, 1965). La otra es la abundancia primordial de elementos ligeros,
como el hidrégeno y el helio, cuyas proporciones concuerdan con las predicciones
de la nucleosintesis primordial (Alpher et al., 1948; Weinberg, 2008). En conjunto,
estas observaciones sostienen la idea de que el universo tuvo un origen caliente y
denso, y que desde entonces ha evolucionado dindamicamente.

Una analogfa util para imaginar la expansién césmica consiste en pensar en
un globo con puntos dibujados sobre su superficie que representan galaxias (ver
Fig. 1). Al inflarse el globo, todos los puntos se alejan entre si. Ninguno ocupa
una posicion privilegiada: desde cualquiera de ellos pareceria que los demas se
separan. De forma andloga, el universo se expande de manera global, aunque no
lo haga dentro de un espacio preexistente, sino a través de la evoluciéon misma del
espacio-tiempo (Ryden, 2017; Weinberg, 2008).

—> tiempo

Figura 1. Representacion esquematica de la expansion del universo usando como analogia un globo que se infla
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2.2. El horizonte cosmoldgico

Imagina que estas en la playa observando el horizonte. Solo puedes ver la superficie
del mar hasta una cierta distancia; mas all4 de ese limite, el océano se vuelve invisible,
oculto por la curvatura de la Tierra. Si deseas ampliar tu campo de vision, puedes
subir a un punto mas alto, como la cima de un cerro, desde donde es posible
observar una region mas extensa. Sin embargo, incluso con instrumentos 6pticos
mads potentes, nunca podras ver mds alla del horizonte geométrico, ya que el resto
del mar permanece oculto debido a la curvatura terrestre.

Un fenémeno conceptualmente similar ocurre en cosmologia, aunque por
razones completamente distintas. En el universo no existe un limite visual impuesto
por una curvatura local, sino por la naturaleza finita del tiempo y la velocidad de
propagacion de la luz. Segtn la teoria de la relatividad, ninguna sefial puede viajar
mas rapido que la luz en el vacio. Dado que el Big Bang ocurrié hace un tiempo
finito, existe una distancia maxima desde la cual la luz ha podido alcanzarnos
hasta el presente. Este limite se conoce como horizonte de particulas u horizonte
cosmoldgico (Dodelson, 2003; Weinberg, 2008).

Mas alld de ese horizonte no hay regiones intrinsecamente inaccesibles por
limitaciones tecnoldgicas, sino regiones cuya luz simplemente no ha tenido tiempo
suficiente para llegar hasta nosotros desde el inicio de la expansiéon césmica. La
porcién del espacio contenida dentro de este limite constituye lo que llamamos
universo observable (Ryden, 2017).

Si el universo no se estuviera expandiendo, el horizonte césmico estaria aproxi-
madamente a 13 800 millones de afos luz, ya que esa seria la distancia que habria
recorrido la luz desde el Big Bang hasta la actualidad. Sin embargo, el universo
si se expande, y esta expansion modifica de manera importante la interpretacién
de las distancias cosmoldgicas. Las galaxias que emitieron esa luz se encuentran
hoy mucho maés lejos que cuando la radiacidn fue emitida. Al tener en cuenta la
expansion cosmica, se estima que el radio actual del universo observable es de
aproximadamente 46 500 millones de afios luz (Ryden, 2017; Weinberg, 2008).

En escenarios estandar de evolucion del universo, como aquellos dominados
por radiacién o materia, el horizonte de particulas aumenta con el tiempo, ya que
la luz dispone de un intervalo cada vez mayor para propagarse. Esto implica que
regiones que en un momento dado se encontraban fuera del horizonte pueden,
en épocas posteriores, quedar incluidas dentro de él y establecer contacto causal
(Mukhanov, 2005).

2.3. Perturbaciones: pequefias irregularidades
En fisica cldsica, una perturbacion se entiende como una pequena desviacion de

una magnitud fisica respecto a una solucién de equilibrio o a una configuracién
de fondo bien definida. Matemdaticamente, esto suele formalizarse como la
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descomposicion de una variable dinamica en un valor de fondo mas una corre-
ccién pequena, permitiendo el estudio linealizado del sistema alrededor de dicha
solucién (Mukhanov, 2005).

En un contexto cosmoldgico, las perturbaciones se refieren a pequefias in-
homogeneidades en la densidad de energia, la curvatura espacial o el campo
inflatén sobre un fondo homogéneo e isétropo (Mukhanov, 2005). Estas pequeiias
irregularidades, generadas en el universo temprano, evolucionan bajo la accién
de la gravedad.

La gravedad, descrita por la teoria de la relatividad general como la curvatura
del espacio-tiempo inducida por la energia y el momento (Einstein, 1915; Misner
et al., 1973), desempefia un papel fundamental en la amplificacion de dichas per-
turbaciones. En particular, las fluctuaciones primordiales pueden crecer debido a
la inestabilidad gravitacional, proceso que conduce eventualmente a la formacién
de estructuras césmicas como galaxias y cimulos (Peebles, 1980a). Ademads, en ciertos
escenarios del universo temprano, las perturbaciones suficientemente grandes
pueden colapsar gravitacionalmente y dar lugar a objetos compactos como los
agujeros negros primordiales (B. J. Carr & Hawking, 1974; B. Carr & Kuhnel, 2020).

3. INFLACION Y EL ORIGEN DE LAS PERTURBACIONES
3.1. Aceleracion y expansion del universo durante inflacion

Para comprender el origen de las estructuras cdsmicas —y eventualmente de los
agujeros negros primordiales— es necesario remontarnos a una etapa extrema-
damente temprana del universo: la inflaciéon césmica (Guth, 1981; Liddle & Lyth,
2000; Linde, 1982).

De manera sencilla, la inflacién puede describirse como una fase muy breve
de expansion acelerada que ocurrié una fracciéon diminuta de segundo después del
Big Bang. Durante este periodo, el universo no solo se expandia, sino que lo hacfa
de forma extraordinariamente rapida, aumentando su tamafo en un intervalo de
tiempo extremadamente corto.

Esta expansion acelerada tuvo consecuencias profundas. Distancias que ini-
cialmente eran microscopicas fueron “estiradas” hasta alcanzar escalas astrondmicas.
En cierto sentido, el espacio mismo se expandid de tal manera que regiones que
estaban muy préximas entre si terminaron separadas por distancias enormes.

Sin embargo, hay un aspecto aiin mads sorprendente. Durante la inflacidn, el
tamano del horizonte cosmoldgico —es decir, la distancia maxima a la que las re-
giones podian influirse causalmente (ver Sec. 2.2)— permanecia aproximadamente
constante (Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008). Esto contrasta con lo que ocurre en
otras etapas de la historia cdsmica, donde el horizonte crece con el tiempo.

;Qué significa esto en términos sencillos? Que mientras el universo se ex-
pandia de manera explosiva, el “radio de contacto causal” no crecia al mismo ritmo.
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Como consecuencia, regiones que inicialmente estaban dentro del horizonte —y
por lo tanto podian intercambiar informacion— fueron estiradas mas alla de él.
En otras palabras, durante la inflacién las distancias crecian mads rdpido que el
propio horizonte.

La Figura 2 ilustra este comportamiento de manera esquematica. Mientras el
horizonte se mantiene aproximadamente constante, las distancias “d” y “D” entre
puntos aumentan drasticamente. Esto implica que regiones que estaban inicial-
mente conectadas causalmente pueden quedar fuera de contacto causal efectivo.

Este comportamiento desempefia un papel central en el origen de las pertur-
baciones primordiales, pues permite que fluctuaciones inicialmente microscdpicas
sean llevadas a escalas cosmoldgicas. Mas adelante retomaremos este punto con
mayor detalle.

En resumen, la caracteristica distintiva de la inflacion no es inicamente que
el universo se expandiera rapidamente, sino que lo hiciera mientras el horizonte
permanecia casi constante. Esta combinacién permitié que pequenas fluctuaciones
del universo temprano se transformaran en las semillas macroscdpicas de todas las
estructuras cédsmicas.

A\ B /
Harizonte
Coumoldgica

LonItanie

Prc Inflacitm Past - Inflacién

Nota. Tal como se observa en la figura, durante la inflacion el horizonte cosmolégico permanecié aproxima-
damente constante, mientras las distancias entre los puntos (donde “d” representa el didmetro del universo
en etapas pre-inflacionarias y “D” representa dicho didmetro post-inflacién) crecian rapidamente.

Figura 2. Esquema ilustrativo del efecto de la expansién inflacionaria sobre dos conjuntos de puntos
inicialmente cercanos

3.2. Inflacién como solucion a problemas cosmoldgicos

Antes de la propuesta inflacionaria, el modelo estdndar del Big Bang enfrentaba
algunas dificultades conceptuales importantes. Dos de ellas son conocidas como
el problema de la planitud y el problema del horizonte (Guth, 1981; Liddle & Lyth,
2000; Weinberg, 2008).

El problema de la planitud surge del hecho de que las observaciones actuales
indican que el universo es casi perfectamente plano a gran escala (Aghanim et
al., 2018). Sin embargo, dentro del modelo original del Big Bang, esto requeria
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que las condiciones iniciales estuvieran ajustadas con una precisiéon extraordinaria
(Dodelson, 2003; Liddle & Lyth, 2000). La inflacién ofrece una explicacién natural:
al expandirse de forma acelerada, cualquier curvatura inicial se diluye rapidamente,
haciendo que el universo observable parezca hoy practicamente plano (Guth, 1981;
Liddle & Lyth, 2000; Linde, 1982).

Por otro lado, el problema del horizonte se relaciona con la notable unifor-
midad térmica observada en el fondo césmico de microondas (Dodelson, 2003;
Penzias & Wilson, 1965). Regiones del cielo muy alejadas entre si presentan casi
la misma temperatura, a pesar de que, segin el modelo cldsico, no habrian tenido
tiempo suficiente para intercambiar informacién (Weinberg, 2008). La inflacién
resuelve esta aparente paradoja al proponer que dichas regiones estuvieron origi-
nalmente en contacto causal antes de la expansion acelerada (Guth, 1981; Liddle &
Lyth, 2000). Posteriormente, fueron separadas mas alla del horizonte cosmoldgico,
preservando la homogeneidad inicial.

3.3. El origen de las perturbaciones primordiales

Antes de continuar, es importante sefialar algo fundamental. A lo largo de las
secciones anteriores hemos mencionado que durante la inflacion las escalas se
estiran y que pequeiias irregularidades pueden cruzar el horizonte cosmolégico. Sin
embargo, ain no hemos discutido como se originan esas irregularidades en primer
lugar. ;De donde surgen las perturbaciones que mas tarde daran lugar a galaxias,
cimulos e incluso, en casos extremos, agujeros negros primordiales?

En mecanica cudntica existe el concepto de fluctuaciones cudnticas. Incluso en
lo que llamamos “vacio”, el espacio no estd completamente vacio: constantemente
surgen pequenas perturbaciones debido a la naturaleza cuantica de los campos
fundamentales (Mukhanov, 2005). En condiciones normales, como en el universo
actual, estas fluctuaciones aparecen y desaparecen casi de inmediato, sin llegar a
producir efectos macroscépicos.

Sin embargo, la situacion era distinta en el universo temprano. Durante la
etapa de inflacidn, el espacio-tiempo se expandia de manera extremadamente
acelerada (Guth, 1981; Linde, 1982). Si existian fluctuaciones cudnticas asociadas
al campo inflatén —el campo responsable de la inflacién—, estas no solo surgian,
sino que eran estiradas violentamente por la expansién (Mukhanov, 2005). En lugar
de desaparecer rapidamente, eran amplificadas y llevadas a escalas mucho mayores.

A medida que estas fluctuaciones eran estiradas, podian superar el horizonte
cosmolégico, es decir, la distancia maxima a la que las regiones del universo podian
influirse causalmente entre si. Cuando una fluctuacidn cruza este horizonte, su
evolucion queda temporalmente “congelada” Deja de comportarse como una simple
fluctuacion cudntica microscdpica y comienza a comportarse como una perturbacion
macroscopica cldsica.
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Mas adelante, cuando la expansion del universo se volvié mas lenta, estas
perturbaciones reingresaron al horizonte cosmolédgico. En ese momento recuper-
aron su dindmica causal y comenzaron a evolucionar bajo la accién de la gravedad
(Mukhanov, 2005; Peebles, 1980b). La mayoria de ellas dio origen, mucho tiempo
después, a galaxias y cimulos de galaxias.

No obstante, si alguna de estas perturbaciones era lo suficientemente densa,
podia colapsar gravitacionalmente poco después de reingresar al horizonte (B. J.
Carr & Hawking, 1974; B. Carr & Kuhnel, 2020). Es precisamente en este escenario
donde surge la posibilidad de la formacién de agujeros negros primordiales.

3.4. Una aclaracion importante

Es importante enfatizar un punto fundamental: la inflacién no produce agujeros
negros primordiales de manera directa. Lo que la inflacién genera son fluctuaciones
primordiales, que mas tarde pueden evolucionar bajo la accidn de la gravedad.
Solo aquellas perturbaciones cuya amplitud sea suficientemente grande, y que
cumplan las condiciones de evolucion gravitacional no lineal descritas en la siguiente
seccion, pueden propiciar la formacién de agujeros negros primordiales (B. J. Carr
& Hawking, 1974; B. Carr & Kuhnel, 2020).

4. DEL REINGRESO AL COLAPSO: FORMACION DE
AGUJEROS NEGROS PRIMORDIALES

En la seccion anterior se explicé que, durante la inflacion, pequenas fluctuaciones
cudnticas fueron amplificadas y estiradas hasta escalas cosmoldgicas. Una vez fuera
del horizonte, estas perturbaciones permanecieron practicamente congeladas. Sin
embargo, esta situacion no es permanente. A medida que el universo continta ex-
pandiéndose después de la inflacidn, el horizonte cosmolégico crece, de modo que
perturbaciones que antes estaban fuera de contacto causal eventualmente vuelven
a entrar en él.

Este momento, conocido como reingreso al horizonte, es crucial para la for-
macion de estructuras. Mientras una perturbacion permanece fuera del horizonte,
su evolucién dindmica es muy limitada. En cambio, cuando reingresa, vuelve a
quedar sometida a la competencia entre gravedad, presion y expansion césmica.
Este equilibrio entre fuerzas determina si la regién continuard expandiéndose con
el resto del universo o si, por el contrario, colapsara gravitacionalmente (véase Fig.
3). A partir de entonces, su destino dependera de su amplitud y de las condiciones
fisicas del universo en esa etapa.
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COMPETENCIA DE FUERZAS
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Nota. Si la sobredensidad (A) supera un valor critico (A), la region puede colapsar y formar un agujero negro
primordial.

Figura 3. Representacion esquematica de la competencia entre la gravedad y la presion del medio durante
el reingreso al horizonte

En la mayoria de los casos, las perturbaciones primordiales que reingresan al hori-
zonte no forman objetos compactos. Su amplitud es demasiado pequeiia y terminan
contribuyendo, con el paso del tiempo, al crecimiento gradual de la estructura
césmica ordinaria: galaxias, cimulos y filamentos. No obstante, si una perturbacién
presenta una sobredensidad suficientemente grande, la gravedad puede vencer
tanto a la presion del medio como al efecto diluyente de la expansién del universo.
Cuando esto ocurre, la region colapsa gravitacionalmente y puede dar origen a un
agujero negro primordial (B. J. Carr & Hawking, 1974; B. Carr & Kuhnel, 2020).

En otras palabras, la formacién de un agujero negro primordial no depende
unicamente de que exista una fluctuacién primordial, sino de que esa fluctuacién
alcance la amplitud necesaria en el momento adecuado. Esto convierte el reingreso
al horizonte en una etapa decisiva: es alli donde se determina si una perturbacion
seguira una evolucién ordinaria o si, por el contrario, colapsard para formar un
objeto extremadamente compacto.

4.1. El umbral de colapso

La posibilidad de que una perturbacién forme un agujero negro primordial esta
asociada a la existencia de un umbral de colapso. De manera general, este umbral
representa la amplitud minima que debe tener una sobredensidad al momento de re-
ingresar al horizonte para que la gravedad pueda dominar sobre los efectos que tienden
a impedir el colapso (B. J. Carr, 1975; B. Carr & Kuhnel, 2020; Escriva et al., 2022).
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Para describir esta idea, suele introducirse la sobredensidad fraccional

A= {-’—P'

‘-:n‘

donde p representa la densidad local de energia y ¢~ la densidad promedio del uni-
verso. En términos sencillos, A mide cuanto mas densa es una region con respecto
al fondo cosmolégico que la rodea. Si la sobredensidad es demasiado pequeiia,
la perturbacién no colapsa: la presion y la expansion del universo son suficientes
para dispersarla o reincorporarla a la evolucién cosmolégica ordinaria. Si, por el
contrario, la sobredensidad supera cierto valor critico, el colapso gravitacional se
vuelve posible.
De forma esquematica, la condicion de formacion puede expresarse como

A=A, (1)

donde A _es el valor critico o umbral de colapso. Su valor exacto no es universal,
ya que depende del contenido del universo en el momento del colapso y también
del perfil espacial de la perturbacion (Escriva et al., 2022; Musco et al., 2005). En la
época dominada por radiacion, los estudios numéricos muestran que este umbral
suele ser del orden de A_~ 0.4-0.6, aunque el valor preciso puede variar segun el
escenario considerado (Escriva et al., 2022; Musco et al., 2005).

Esta condicién permite entender por qué la formacién de agujeros negros
primordiales es un fenémeno excepcional. No basta con que existan fluctuaciones
primordiales: estas deben ser significativamente mayores que las perturbaciones
responsables de la formacién ordinaria de estructuras. Mientras las inhomogenei-
dades pequefias contribuyen al desarrollo gradual de galaxias y cimulos, solo las
sobredensidades mas extremas pueden colapsar casi de inmediato tras el reingreso
al horizonte y dar origen a un agujero negro primordial.

Dicho de manera intuitiva, el umbral de colapso marca la frontera entre dos
comportamientos posibles. Por debajo de €I, la perturbaciéon no logra desacoplarse
de la expansion del universo y termina disipandose o evolucionando como una
inhomogeneidad ordinaria. Por encima de €, la gravedad domina y la regién puede
contraerse hasta formar un objeto compacto. En este sentido, la formacién de
agujeros negros primordiales puede interpretarse como el resultado mas extremo
de la evolucién no lineal de las perturbaciones generadas en el universo temprano.

5. DIFERENCIA CON AGUJEROS NEGROS ASTROFISICOS
Una vez descrito el mecanismo de formacién de los agujeros negros primordiales,

resulta natural compararlos con los agujeros negros que se originan mediante
procesos astrofisicos convencionales. Aunque ambos objetos estan descritos por
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las mismas soluciones de la relatividad general, existen diferencias importantes
relacionadas principalmente con su origen y con las escalas de masa involucradas.

La primera diferencia, y quiza la mds evidente, es su origen. Los agujeros
negros primordiales se formarian a partir del colapso gravitacional de perturba-
ciones primordiales de densidad en el universo temprano, cuando algunas sobre-
densidades superan el umbral critico de colapso discutido en la seccién anterior.
Este proceso habria ocurrido mucho antes de la formacién de estrellas y galaxias
(Vazquez et al., 2021).

En contraste, los agujeros negros astrofisicos se forman a partir de la evolucién
y muerte de estrellas masivas. En estos escenarios, el colapso gravitacional puede
ocurrir de distintas maneras. Por ejemplo, una estrella suficientemente masiva
puede colapsar directamente en un agujero negro sin producir una supernova
visible, o bien puede producirse una explosion de supernova en la que parte de
la envoltura estelar no logra escapar y termina cayendo nuevamente sobre el re-
manente compacto, dando lugar finalmente a la formacién de un agujero negro
(Mirabel, 2016).

Una segunda diferencia importante se relaciona con las masas caracteristicas
de estos objetos. Los agujeros negros de origen estelar suelen formarse con masas
del orden de unas pocas a decenas de masas solares, tipicamente entre ~ 1y ~ 50
masas solares. En cambio, los agujeros negros primordiales no estan restringidos
por los procesos de evolucion estelar, por lo que en principio podrian formarse con
una gama mucho mas amplia de masas, determinada principalmente por la escala
fisica de la perturbacién que colapsa en el momento de reingresar al horizonte (B.
Carr & Kiihnel, 2026).

Debido a esta diferencia en los mecanismos de formacion, la posible deteccion
de agujeros negros con masas fuera de los rangos tipicamente esperados para
remanentes estelares ha motivado la discusion sobre un posible origen primordial
para algunos de estos objetos. No obstante, la identificacién observacional de
agujeros negros primordiales sigue siendo un tema abierto de investigacion en
la cosmologia moderna.

6. DISCUSION

El posible hallazgo de agujeros negros primordiales tendria implicaciones impor-
tantes para la cosmologia moderna. A diferencia de los agujeros negros de origen
astrofisico, estos objetos habrian surgido en etapas muy tempranas del universo
como consecuencia del colapso de sobredensidades primordiales. Por ello, su es-
tudio no solo resulta relevante para comprender la formacién de objetos compactos,
sino también para reconstruir aspectos de la fisica del universo primitivo que
dificilmente pueden explorarse por otros medios.

Uno de los principales atractivos de los agujeros negros primordiales es que
su existencia estarfa directamente vinculada a la amplitud y distribucién de las
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perturbaciones generadas en el universo temprano. En consecuencia, cualquier re-
striccion observacional sobre su abundancia permite acotar escenarios de inflacion
y modelos capaces de producir fluctuaciones grandes a escalas pequeiias. En este
sentido, los agujeros negros primordiales complementan otras sondas cosmoldgicas
tradicionales, como la radiacién cédsmica de fondo, que describen principalmente
perturbaciones de pequefia amplitud y régimen lineal.

Otro aspecto de gran interés es su posible relacién con las ondas gravita-
cionales. Las detecciones realizadas por LIGO, Virgo y KAGRA han abierto una
nueva posibilidad para investigar poblaciones de agujeros negros a través de sus
eventos de fusién. A partir de ello, se ha considerado la hipétesis de que al menos
una fraccién de estos sistemas pudiera tener un origen primordial. Aunque esta
posibilidad continda siendo incierta y sigue en discusion, ha fortalecido el interés
por los agujeros negros primordiales como un tema de conexién entre cosmologia,
relatividad general y astronomia multimensajero (Bianchini, 2017; Eroshenko &
Stasenko, 2023).

Ademas, los agujeros negros primordiales también han sido propuestos como
candidatos a materia oscura. Esta idea resulta atractiva porque, al tratarse de objetos
compactos no luminosos, satisfacen de manera natural la condicién de no interac-
tuar electromagnéticamente de forma apreciable, mientras que su presencia puede
manifestarse gravitacionalmente (Bertone et al., 2005). En particular, aquellos con
masas suficientemente grandes como para no haberse evaporado por radiacién de
Hawking hasta la época actual podrian, en principio, sobrevivir como parte del
contenido material del universo (B. Carr & Kuhnel, 2022).

Sin embargo, esta posibilidad debe tomarse con cautela. Las restricciones
observacionales disponibles limitan fuertemente los intervalos de masa y abun-
dancia en los que los agujeros negros primordiales podrian constituir una frac-
cidn significativa de la materia oscura. Por ello, mas que considerar resuelto este
problema, lo adecuado es entender a los agujeros negros primordiales como una
hipétesis fisicamente bien motivada cuya viabilidad depende de manera sensible
del escenario cosmolégico adoptado y de la evidencia observacional futura.

En conjunto, el estudio de los agujeros negros primordiales ocupa un lugar
particularmente interesante dentro de la cosmologia contemporéanea. Su relevancia
no radica inicamente en la posibilidad de confirmar la existencia de una nueva
poblacién de agujeros negros, sino en que su formacion, abundancia y propiedades
podrian ofrecer informacién valiosa sobre la inflacion, la evolucién no lineal de las
perturbaciones y la composicién del universo. Asi, los agujeros negros primordiales
se mantienen como uno de los escenarios mds sugestivos para conectar la fisica del
universo temprano con observables actuales.
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7. CONCLUSIONES

Alo largo de este articulo hemos visto que los agujeros negros primordiales constituyen
una posibilidad fascinante dentro de la cosmologia moderna, porque conectan
fendmenos del universo muy temprano con observables que podrian estudiarse en
la actualidad. A diferencia de los agujeros negros astrofisicos, estos objetos no se
habrian originado a partir del colapso de estrellas, sino del colapso gravitacional
de sobredensidades generadas en las primeras etapas de la historia césmica. Por
ello, su estudio permite tender un puente entre la fisica del universo temprano, la
teoria de la inflacién y la formacion de estructura.

También se discutié que la inflacion desempefia un papel central en este esce-
nario. Durante esta etapa de expansion acelerada, pequenas fluctuaciones cuanticas
fueron estiradas hasta escalas cosmoldgicas y se convirtieron en las semillas de las
perturbaciones primordiales. Mas tarde, al reingresar al horizonte cosmoldgico,
estas perturbaciones comenzaron a evolucionar bajo la accién de la gravedad, la
presion y la expansion del universo. Solo aquellas cuya amplitud superé un umbral
critico pudieron colapsar y formar agujeros negros primordiales, lo que muestra
que su produccién habria sido un fendmeno excepcional, pero fisicamente posible.

En este sentido, los agujeros negros primordiales son relevantes no solo
como objetos compactos, sino como una herramienta conceptual para explorar
condiciones fisicas inaccesibles por otros medios. Su posible existencia podria
aportar informacién sobre la amplitud de las perturbaciones a escalas pequenas,
sobre modelos inflacionarios y sobre la evolucion no lineal del universo temprano.
Ademas, su estudio ha cobrado atiin mayor interés por su posible relaciéon con la
materia oscura y con la produccién de ondas gravitacionales, dos de los temas mas
activos de la investigacion actual.

En conclusion, los agujeros negros primordiales representan una de las ideas
mas sugerentes de la cosmologia contemporanea. Aunque su existencia ain no ha
sido confirmada, su estudio permite comprender mejor como pequeiias irregulari-
dades surgidas en el universo temprano pudieron dar lugar a algunos de los objetos
mads extremos del cosmos. Asi, mas que una curiosidad tedrica, los agujeros negros
primordiales constituyen una ventana hacia la fisica del universo primigenio.
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RESUMEN

Las estrellas de neutrones representan algunos de los laboratorios naturales mas
extremos del universo. Nacidas del colapso de estrellas masivas tras una explosion
de supernova, concentran una masa comparable a la del Sol en una esfera de
apenas unos kilémetros de radio. En su interior, la materia alcanza densidades tan
altas que su comportamiento sigue siendo uno de los grandes enigmas de la fisica
moderna. Comprender cémo se relacionan la presion, la densidad y la gravedad
en estas condiciones requiere conocer la ecuacién de estado de la materia densa.
Hoy, gracias a las observaciones multimensajeras, que combinan ondas gravitacio-
nales y sefales electromagnéticas, comenzamos a obtener pistas sobre su estructura
interna, abriendo la posibilidad de nuevos estados de la materia en el corazon de
estas estrellas.

Palabras clave:

Estrellas de neutrones; ecuacion de estado; astronomia multimensajera; ondas gravi-
tacionales; materia superdensa; velocidad del sonido.

# ESPACIO I+D, INNOVACION MAS DESARROLLO « VOL. XV, N.° 45, OCTUBRE 2026 + ISSN: 2007-6703
-

u



EN EL CORAZON DE LAS ESTRELLAS DE NEUTRONES: LABORATORIO COSMICO DONDE LA MATERIA ALCANZA SUS LIMITES

— Abstract—

Neutron stars represent some of the most extreme natural laboratories in the
universe. Born from the collapse of massive stars after a supernova explosion,
they concentrate a mass comparable to that of the Sun within a sphere only a few
kilometers in radius. Inside them, matter reaches densities so high that its behavior
remains one of the great enigmas of modern physics. Understanding how pressure,
density, and gravity interact under these conditions requires determining the
equation of state of dense matter. Today, thanks to multimessenger observations,
combining gravitational waves and electromagnetic signals, we are beginning to
obtain clues about their internal structure, opening the possibility of new states of
matter in the hearts of these stars.

Keywords:

Neutron Stars; Equation of State (EOS); multi-messenger astronomy; Gravitational
Waves (GW); High dense matter; speed of sound.
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uando la noche cae y el cielo se despeja, observamos una multitud de

pequefios puntos azulados suspendidos en la oscuridad. Los llamamos

estrellas. Pero ;qué historia se esconde detras de esos puntos aparente-
mente inmaviles?

En este articulo exploramos cémo la evolucidn de las estrellas masivas puede
conducir a la formacién de estrellas de neutrones y por qué estos objetos consti-
tuyen laboratorios naturales para estudiar la materia bajo condiciones extremas. En
particular, revisaremos de manera accesible como la ecuacion de estado, el equi-
librio gravitacional descrito por las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) y la velocidad del sonido permiten relacionar las propiedades microscépicas
de la materia con observables como la masa, el radio y la deformabilidad de marea.
Finalmente, mostraremos cémo las observaciones multimensajeras, especialmente
las provenientes de fusiones de estrellas de neutrones, permiten confrontar estas
ideas con la naturaleza y explorar la posible existencia de nuevos estados de la
materia en su interior.

Para comenzar a entender a las estrellas, conviene mirar a la mds cercana:
el Sol. En numerosas culturas prehispanicas fue venerado como deidad, simbolo
de vida y eternidad. Hoy sabemos que no es un objeto divino, sino una estrella
mas, gobernada por las mismas leyes fisicas que rigen el universo (Kippenhahn,
1986). Nacid hace aproximadamente 4.6 mil millones de afios a partir del colapso
gravitacional de una nube interestelar compuesta principalmente por hidrégeno
(Kaiser, 2025). Aunque el Big Bang marcé el inicio de la expansién césmica, las
estrellas no aparecieron inmediatamente: fue necesario que la materia se enfriara,
se agrupara y permitiera que la gravedad hiciera su trabajo (Kippenhahn, 1986).

Pero no todas las estrellas son como el Sol. El brillo que percibimos no es
uniforme: el color de una estrella revela su temperatura superficial. Las mas frias
brillan en tonos rojizos; conforme aumenta la temperatura, el color transita por
el amarillo y el blanco hasta llegar al azul, caracteristico de las mas calientes y
masivas. Entonces surge la pregunta inevitable: ;por qué brillan?

No se trata de explosiones constantes ni de combustién quimica. El brillo
estelar es el resultado de la fusién nuclear: nicleos de hidrégeno se combinan para
formar helio, liberando enormes cantidades de energia segin la relacién E = mc2.
Esta reaccion equilibra la gravedad durante la mayor parte de la vida de la estrella,
etapa conocida como secuencia principal (Kippenhahn, 1986), donde pasan cerca
del 90% de su existencia.

El destino de una estrella esta determinado casi por completo por su masa.
Cuando el hidrégeno central se agota, la gravedad vuelve a imponerse: el nicleo se
contrae y se calienta, mientras las capas externas se expanden formando una gigante
roja. En estrellas mucho mas masivas que el Sol —mas de ocho masas solares— la
historia continia de manera dramadtica: se convierten en supergigantes. En su interior
se desarrolla una estructura en capas, semejante a una cebolla. Cada capa fusiona un
elemento distinto: hidrégeno, helio, carbono, oxigeno, silicio... hasta llegar al hierro.
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EVOLUCION ESTELAR
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Nota. "Vida de una estrella", adaptada de "Estrellas de neutrones”, de P. Salas y M. A. Solis, 2006, Revista
Mexicana de Fisica E, 52(1), p. 38.

Figura 1. Evolucion estelar

Y aqui aparece un limite fundamental de la fisica nuclear. Mientras la fusion de ele-
mentos mds ligeros que el hierro libera energia, fusionar hierro requiere absorberla.
El ntcleo pierde entonces su fuente de presién térmica estable y la gravedad ya no
tiene oposicion suficiente. El colapso es inevitable.

Durante esa implosion, los electrones son comprimidos hasta combinarse
con los protones mediante interaccién débil, formando neutrones. En fracciones
de segundo, el nicleo se densifica de manera extrema y la envoltura externa es
expulsada violentamente en una supernova. Esa explosion no es solo un final, es
una forja césmica: en las condiciones extremas del estallido se sintetizan elementos
mads pesados que el hierro, como el oro o el uranio. Los 4&tomos que componen
nuestro planeta y nuestro cuerpo son vestigios de antiguas supernovas.

Este recorrido evolutivo, desde la secuencia principal hasta los remanentes
compactos, se resume esquematicamente en la Figura 1. Lo que queda tras la ex-
plosién depende nuevamente de la masa del niicleo remanente. Si es suficiente-
mente grande, la gravedad lo comprimird hasta formar un agujero negro. Si no
lo es, el resultado sera uno de los objetos mas extraordinarios del universo: una
estrella de neutrones.
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DENTRO DE UNA ESTRELLA DE NEUTRONES

Corteza externa

Corteza interna

interno -

enature

Nota. Adaptado y traducido de "Stars: Tolman-Oppenheimer-Volkoff equations” (p. 5), por A. Wojnar, 2021,
University of Tartu.

Figura 2. Capas de la estrella de neutrones

La existencia de estas estrellas fue teorizada mucho antes de ser observada. La
primera evidencia directa llegé en 1967 con la detecciéon de una seiial de radio
extraordinariamente regular, repetida cada 1.3 segundos, inicialmente denominada
“LGM-1", que mas tarde se identificaria como el pulsar PSR Bi919+21. La sorpresa
fue mayuscula: la regularidad del pulso sugeria un objeto compacto en rotacion
extremadamente rapida. Desde entonces, la mayoria de las estrellas de neutrones se
han descubierto como ptlsares, aunque no todas emiten pulsos detectables desde
la Tierra. Con el tiempo, nuevas técnicas ampliaron nuestra capacidad de obser-
vacion. En 2017, los detectores LIGO y Virgo registraron la fusion de dos estrellas
de neutrones en el evento GW170817, observando simultdneamente ondas gravita-
cionales y radiacion electromagnética. Nacia asi la astronomia multimensajera, y
con ella una nueva etapa para poner a prueba los modelos tedricos que describen
la materia en condiciones extremas.
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Nota. De “A Primer on Neutron Stars”, llustracion por Matthew R. Francis, 2019, JSTOR Daily (https://daily.
jstor.org/a-primer-on-neutron-stars/). Copyright 2019 de ITHAKA.

Figura 3. Representacion artistica de la fusion de dos estrellas de neutrones

Estos eventos producen ondas gravitacionales y emisiones electromagnéticas ob-
servables simultdneamente, marcando el inicio de la astronomia multimensajera.

Ese nuevo comienzo no solo amplié nuestras capacidades de observacion;
también permitié organizar la informacién en un marco conceptual mas claro.
La llamada “matriz multimensajera’, representada en la Figura 4, sintetiza cémo la
masa de chirp —el parametro que se determina con mayor precisién a partir de
la senal de ondas gravitacionales— se conecta con las firmas electromagnéticas
producidas tras la fusién. Esta masa de chirp, una combinacién matematica de las
masas individuales del sistema binario, gobierna la evolucién de la frecuencia de
la sefial justo antes del choque y permite estimar la masa total del sistema.
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Figura 4. La Matriz Multimensajera
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Esquema multimensajero de fusiones binarias de estrellas de neutrones. La masa
de chirp (eje horizontal), obtenida a partir de la sefial de ondas gravitacionales,
determina la masa total del sistema y su comparacién con los umbrales criticos
de estabilidad. Segun estos limites, el remanente puede ser una estrella estable,
supramasiva (SMNS), hipermasiva (HMNS) o colapsar de manera inmediata a un
agujero negro. Las regiones superiores indican las posibles firmas electromagné-
ticas asociadas (jet, kilonova azul/roja y masa eyectada), cuya combinacién permite
restringir la fisica de la materia a densidades supranucleares. Nota. Tomado de
"Figure 2. 'Multi-Messenger Matrix' relating the range of expected EM counterparts
of BNS mergers to the GW-measured chirp mass", por B. Margalit y B. D. Metzger,
2019, The Multi-messenger Matrix: The Future of Neutron Star Merger Constraints
on the Nuclear Equation of State, p. 3.

Al comparar esa masa total con los umbrales criticos de estabilidad que im-
pone la ecuacién de estado, es posible anticipar el destino del remanente. Si la masa
final es inferior al limite mdximo permitido para una estrella no rotante (M. ),
el resultado serd una estrella de neutrones estable, pero si supera ligeramente el
limite maximo, puede formar un remanente supermasivo (SMNS), sostenido tem-
poralmente por su rotaciéon uniforme, ahora bien, tomando en cuenta masas aun
mayores, aparece un remanente hipermasivo (HMNS), cuya estabilidad depende de
una rotacion diferencial extrema y cuya vida es necesariamente breve. Finalmente,
si la masa excede un valor critico adicional (M, ), el sistema experimenta un
colapso inmediato hacia un agujero negro en el instante mismo de la colisién.

La transicién entre estos regimenes no es arbitraria: depende de la rigidez de
la materia, es decir, de cudn eficientemente la presion responde al aumento de la
densidad. Y es aqui donde las sefales electromagnéticas adquieren un papel deci-
sivo. La presencia o ausencia de un jet relativista, el color de la kilonova —azul o
roja segun la composicién del material eyectado— y la cantidad de masa expulsada
al medio interestelar funcionan como indicadores del proceso interno. Al combinar
estas observaciones con la masa de chirp inferida de las ondas gravitacionales,
es posible imponer limites cada vez mas precisos sobre el radio estelar y sobre la
densidad maxima alcanzada en el interior, restringiendo asi los modelos de materia
nuclear en condiciones extremas.

Una estrella de neutrones puede concentrar una masa comparable a la del Sol
en una esfera de apenas 20 a 25 kilémetros. Su densidad alcanza valores del orden
de 10-10% g/cm?, comparable a la densidad nuclear. Su estructura no es uniforme:
una corteza externa sélida compuesta por nicleos pesados y electrones; una regién
interna donde los nicleos comienzan a disolverse en neutrones libres; y un ntcleo
profundo cuya composicién adn es incierta. ;Existen alli condensados de mesones?
sHiperones? ;Un plasma de quarks desconfinados? ;O quiza un estado intermedio
todavia no completamente comprendido?

En este punto emerge un concepto central: la ecuaciéon de estado, que establece
la relacion entre la presion y las propiedades termodindmicas de la materia en este
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régimen extremo. Para describirla, resulta atil introducir la densidad de energia,
(e), que representa la cantidad de energia contenida por unidad de volumen, y la
densidad numérica de particulas, (n). Como referencia, suele emplearse la densidad
de saturacion nuclear, (no), correspondiente aproximadamente a la densidad a la
que se encuentran los protones y neutrones dentro de los nucleos atémicos. La
ecuacion de estado permite entonces determinar cdmo responde la presion de la
materia al aumentar estas densidades y constituye uno de los elementos fundamen-
tales para comprender la estructura de una estrella de neutrones. Esta relacion
también determina la familia completa de soluciones de las ecuaciones de TOV,
que describen el equilibrio hidrostatico relativista entre la presidn y la gravedad.
En términos sencillos, las ecuaciones TOV permiten determinar como varian la
presion, la densidad de energifa y la masa desde el centro hasta la superficie de una
estrella de neutrones, y establecer asi qué configuraciones pueden permanecer
estables frente a su propia gravedad. En condiciones ordinarias, dicha relacién es
relativamente sencilla. Pero dentro de una estrella de neutrones intervienen efectos
cuanticos, relativistas y las interacciones fuertes entre los constituyentes de la ma-
teria nuclear. Si la ecuacion de estado es blanda, la presion crece lentamente con
la densidad y la estrella serd mas compacta, con una masa maxima estable menor.
Si es rigida, la presion aumenta con mayor rapidez y puede sostener objetos mas
masivos frente al colapso gravitacional.

Esta diferencia no es meramente descriptiva, refleja qué tan eficientemente la
materia resiste la compresion. En términos mds fundamentales, esa resistencia esta
relacionada con la rapidez con la que la presion responde a cambios en la densidad
de energia, una propiedad que puede caracterizarse mediante la velocidad del soni-
do en el medio, (cs). En términos termodindmicos, su cuadrado esta relacionado
con la respuesta de la presion ante variaciones en la densidad de energia, ¢? = ‘;—*:

Por ello, una ecuacion de estado mas rigida presenta, en general, una respuesta
mds pronunciada de la presién y un valor mayor de (c?’), mientras que una ecu-
acion de estado mads blanda presenta una respuesta mas débil. Distintos comporta-
mientos posibles de esta cantidad —incluyendo incrementos abruptos o maximos
pronunciados en funcién de la densidad— se ilustran esquematicamente en la
Figura 5. Sila velocidad del sonido cambia abruptamente en un determinado rango
de densidades, esto podria indicar algo mds profundo que una simple variacion
cuantitativa: un cambio en los grados de libertad de la materia y, bajo determinadas
condiciones, una posible transicion de fase en el interior estelar, comparable, de
manera muy simplificada, con el cambio de estado del agua de liquido a sélido,
pero bajo condiciones de densidad y presién infinitamente mas extremas.
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Figura 5. Ecuacion de estado y velocidad del sonido

Representacion esquematica de distintos comportamientos posibles de la ecuacion
de estado y de la velocidad del sonido al cuadrado cs2 en funcién de la densidad. En
la parte superior se muestran diferentes relaciones presiéon-densidad, incluyendo el
caso de una transicién de fase y escenarios donde la rigidez de la materia aumenta
de manera pronunciada. En la parte inferior se ilustran las consecuencias de estos
comportamientos en la relacion masa-radio de la estrella y en el perfil interno de
la velocidad del sonido. Variaciones abruptas o picos en c > podrian estar asociadas
a cambios en los grados de libertad de la materia, como la posible aparicién de un
régimen quarkiénico en el nicleo estelar. Nota. Tomado de "Fig. 2. Schematic of
the squared speed of sound c* vs. energy density and corresponding M-R relation",
por T. Kojo, 2021, QCD equations of state and speed of sound in neutron stars, p. 2.
En ese régimen, la materia podria reorganizar sus grados de libertad. Los neu-
trones y protones dejarian de ser las nicas entidades relevantes, y los quarks —sus
constituyentes fundamentales— podrian adquirir un papel dindmico en la estruc-
tura del nicleo. La verdadera incdgnita no es solo cudnta masa puede soportar una
estrella de neutrones, sino qué tipo de materia permite sostenerla. ;Esta compuesta
exclusivamente por neutrones altamente comprimidos? ; Existen estados exdticos?
;O la materia atraviesa una transicién hacia un régimen quarkidnico intermedio
entre la fisica nuclear efectiva y la cromodinamica cuantica fundamental?
Responder estas preguntas exige algo mas que observacién astronémica:
requiere construir modelos capaces de describir la materia en ese régimen in-
termedio donde lo hadrénico y lo quarkiénico se entrelazan. Las observaciones
recientes de pulsares masivos y de fusiones binarias han comenzado a imponer
restricciones cada vez mas precisas sobre la ecuacién de estado. La Figura 6 ilustra
esta tension entre teoria y observacién: distintas ecuaciones de estado propuestas
en la literatura predicen relaciones masa-radio que no siempre logran reproducir
simultdneamente los radios inferidos y la existencia de pulsares cercanos a dos
masas solares. Esta discrepancia sugiere que nuestra descripcién microscépica de la
materia densa podria estar incompleta. Otra propiedad que permite poner a prueba
estas descripciones es la deformabilidad de marea, que mide qué tan facilmente
una estrella de neutrones puede deformarse bajo el intenso campo gravitatorio
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de su compafiera durante una fusion. Esta deformacién depende de la estructura
interna de la estrella y, por tanto, de como responde la materia a la compresion y
de la rigidez efectiva de la ecuacién de estado. Su medicidn a partir de las ondas
gravitacionales proporciona asi informacion adicional sobre las propiedades de la

materia en el interior estelar.
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Figura 6. Comparativa de las Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) actuales y mediciones observacionales

Relaciéon masa-radio predicha por diferentes ecuaciones de estado tedricas (curvas)
comparada con restricciones observacionales provenientes de pulsares masivos
como PSR Jo348+0432 y PSR Jo740+6620. La regién sombreada superior indica el
limite impuesto por causalidad. Algunas ecuaciones de estado no logran describir
simultdineamente radios compatibles con las observaciones y masas cercanas o
superiores a dos masas solares. Esta tension motiva la exploraciéon de modelos
mas completos para la materia a densidades extremas, incluyendo la posible
apariciéon de nuevos estados, como un régimen quarkiénico en el nicleo estelar.
Nota. Tomado de "Figure 3. Mass-radius relations for a representative sample of
equations of state and current constraints from multi-messenger observations",
por S. Ascenzi, V. Graber y N. Rea, 2024, Neutron-star Measurements in the Multi-
messenger Era, p. 8.

Las estrellas de neutrones ofrecen una oportunidad tnica para conectar
fenémenos astrofisicos observables con las propiedades microscépicas de la ma-
teria en condiciones extremas. En este articulo hemos presentado una revisién
de los principales elementos que permiten establecer esta conexidn, desde la
evolucidn estelar y la formacion de estos objetos compactos hasta la ecuacién de
estado, las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), la velocidad
del sonido y la deformabilidad de marea. A través de estos conceptos hemos
mostrado cdmo las propiedades macroscépicas de las estrellas de neutrones
pueden utilizarse para explorar las caracteristicas de la materia en su interior y
para confrontar diferentes modelos tedricos con las observaciones disponibles.
En particular, la posible aparicién de nuevos grados de libertad o transiciones
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de fase en las regiones mads densas constituye uno de los problemas abiertos mas
interesantes de la fisica de la materia densa.

Las futuras observaciones multimensajeras seran fundamentales para avanzar
en esta direccién. La deteccidén conjunta de ondas gravitacionales y sefales elec-
tromagnéticas provenientes de nuevas fusiones de estrellas de neutrones permitira
obtener informaciéon complementaria sobre sus masas, deformabilidad de marea,
dindmica de la colisién y propiedades del material expulsado. La acumulacién de
estos eventos y su comparacion sistematica con modelos teéricos podria imponer
restricciones cada vez mas precisas sobre la ecuacién de estado y proporcionar
nuevas pistas sobre posibles transiciones de fase y nuevos estados de la materia en
el ndcleo estelar. De esta manera, la astronomia multimensajera permitird no solo
conocer mejor las estrellas de neutrones como objetos astrofisicos, sino también
establecer restricciones cada vez mads precisas sobre las propiedades de la materia
en condiciones que no pueden reproducirse en la Tierra.

Asi, el universo se convierte en un laboratorio natural. Las estrellas de neu-
trones no solo representan el desenlace evolutivo de ciertas estrellas masivas; consti-
tuyen escenarios donde la materia es llevada al limite de lo conocido. Comprender
su estructura interna implica explorar el comportamiento de la interaccion fuerte
bajo condiciones imposibles de reproducir en la Tierra. Las observaciones actuales
sugieren que, en el corazén de una estrella de neutrones, la naturaleza podria estar
revelando una fase aiin no completamente comprendida. Y al estudiar como la presion,
la densidad y la velocidad del sonido se entrelazan bajo la accidon extrema de la
gravedad, no solo buscamos describir un objeto astrofisico: intentamos descifrar
como la materia reorganiza sus constituyentes mas elementales cuando se enfrenta
a sus propios limites.
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os trabajos que integran esta publicacién son resultado del Diplomado en

Fisica Bdsica 2025, organizado por el Mesoamerican Centre for Theoretical

Physics (MCTP) como un espacio de formacidon dirigido a estudiantes
interesados en fortalecer sus conocimientos fundamentales de fisica y acercarse al
estudio y comprension de distintos problemas cientificos.

El Diplomado reunié a estudiantes provenientes de diversos paises de
Centroamérica, América del Sur y el Caribe, conformando una comunidad unida
por un interés comun: aprender fisica. A lo largo del programa, los participantes
estudiaron y discutieron conceptos fundamentales, desarrollaron herramientas para
abordar problemas fisicos y tuvieron la oportunidad de interactuar con investiga-
dores de amplia experiencia en distintas areas de la ciencia.

Aprender fisica, sin embargo, no consiste inicamente en conocer ecuaciones
o resolver ejercicios; implica, también, aprender a formular preguntas, identificar
los principios que intervienen en un fenémeno, organizar ideas y comunicar el
conocimiento adquirido. Con esta perspectiva, como parte de las actividades del
Diplomado se propuso a los estudiantes desarrollar un articulo de caracter aca-
démico y de divulgacion relacionado con alguno de los temas estudiados durante
el programa.

Los articulos reunidos en esta publicacién son resultado de ese ejercicio. Su
elaboracion requirié que los estudiantes profundizaran en un tema, consultaran
literatura especializada, discutieran conceptos y organizaran sus ideas hasta con-
vertirlas en un texto destinado, principalmente, a otros jévenes que comienzan
su formacion cientifica. Para muchos de sus autores, esta experiencia represento
también uno de sus primeros acercamientos a la escritura académica y a la comu-
nicacién de la ciencia.

Este trabajo fue posible gracias a la generosa participaciéon de destacados
cientificos, quienes aceptaron dirigir y acompanar a los estudiantes durante la
elaboracion de sus articulos. Ademas de compartir sus conocimientos y experiencia,
dedicaron tiempo a discutir ideas, revisar manuscritos, realizar observaciones
y orientar a los jévenes durante las distintas etapas del proceso. A todos ellos
expresamos nuestro mas sincero agradecimiento por su tiempo, compromiso,
paciencia y generosidad.

La realizacién del Diplomado y de esta publicacién fue también resultado
del esfuerzo conjunto de muchas personas. Deseamos reconocer especialmente
al personal académico y administrativo del MCTP, cuyo trabajo hizo posible el
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desarrollo de las distintas actividades. De manera particular, agradecemos al Ing.
Alexis Yuseth Villanueva Manga por su invaluable apoyo en la grabacién, orga-
nizacién y publicacién de las clases. Su dedicaciéon permitié que los estudiantes,
provenientes de distintos paises, pudieran disponer de los materiales y consultarlos
nuevamente a lo largo de su formacion.

Expresamos asimismo nuestro agradecimiento al Dr. Luis Felipe Rodriguez,
Director General del MCTP, por su respaldo permanente a las actividades aca-
démicas y de formacién impulsadas desde el Centro, y al Dr. Ramdn Castafieda,
Director Adjunto del MCTP, por su apoyo y disposicién para hacer posible esta
iniciativa. Nuestro reconocimiento se extiende a todas las personas que, desde
diferentes funciones, contribuyeron al desarrollo de las clases, seminarios y demas
actividades académicas del Diplomado.

Pero, sobre todo, nuestro reconocimiento es para las y los estudiantes del
Diplomado en Fisica Basica 2025, quienes son los verdaderos protagonistas de esta
publicacién. Su constancia, entusiasmo, curiosidad y disposicién para aprender
dieron sentido a este proyecto. La elaboracion de estos articulos representd un reto
adicional: estudiar, investigar, escribir, discutir, corregir y volver a escribir. Los
trabajos que se presentan en las paginas siguientes constituyen el resultado de ese
esfuerzo y reflejan una parte importante de lo aprendido durante el Diplomado.

Mas alld de los conocimientos especificos adquiridos, esperamos que esta
experiencia haya permitido a los estudiantes comprender que la ciencia se
construye precisamente de esa manera: preguntando, estudiando, discutiendo,
equivocandose, corrigiendo y volviendo a intentar. Aprender fisica significa
también desarrollar una manera particular de observar la naturaleza, plantear
preguntas y buscar respuestas sustentadas en el razonamiento y la evidencia.

Con la publicacién de estos trabajos en Espacio I+D, Innovacion mds Desarrollo,
concluye una etapa iniciada durante el Diplomado, pero esperamos que también
comience otra. Nuestro deseo es que estos articulos lleguen a nuevos lectores y
puedan servir como material de consulta, motivacion y acompafiamiento para otros
jovenes que se encuentran dando sus primeros pasos en la ciencia.

Si alguno de estos textos logra despertar una pregunta, estimular la curiosidad
o motivar a un estudiante a buscar una explicacién y continuar aprendiendo, habra
cumplido una parte fundamental de su propdsito. Esperamos que estas paginas
sean, finalmente, una invitacion a estudiar, preguntar y descubrir, y que acompaien
a nuevas generaciones de estudiantes en sus primeros pasos por el maravilloso
mundo de la fisica.
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